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It is shown that the paradox of Fourier’s heat conduction theory (propagation of
temperature disturbances with infinite velocity) is a consequence of an insufficient
description of the thermodynamical state in nonequilibrium. Taking heat flow and
flow of momentum as additional state variables and thoroughly investigating the
equation of entropy balance, we derive an extended theory of thermodynamics of
irreversible processes, which can be shown to remove the paradox of heat conduction
theory for materials with appropriate equations of state. The velocity of temperature
propagation is calculated explicitly for a one atomic ideal gas using an approximate
solution of the Boltzmann equation.

Einleitung

Ziel dieser Arbeit ist die Beseitigung des Paradoxons der Wirme-
leitungstheorie. Darunter versteht man die Folgerung der Ublichen
Thermodynamik der irreversiblen Prozesse (T.I.P.), nach der sich
Temperaturstorungen mit unendlicher Geschwindigkeit ausbreiten
miiBten?.

Es werden einkomponentige fluide Medien betrachtet. Fiir diese
wird in der T.I.P. angenommen, daB} ein Nichtgleichgewichtszustand
ebenso wie ein Gleichgewichtszustand durch Angabe der spezifischen
inneren Energie e(x, t) und der Dichte p(%, 7) vollstindig beschrieben
ist.

Das Paradoxon der Wirmeleitungstheorie ist eine direkte Folge
dieser Hypothese. In der vorliegenden Arbeit wird dagegen angenommen,
daB im Nichtgleichgewicht zur vollstindigen Zustandsbeschreibung zu-
sitzlich zu e(X, #) und p(X, t) noch der WirmefluB ¢;(X, ¢) und der
Impulsfluff (abziiglich des Impulsflusses im Gleichgewicht) p;;(%, ¢) an-
gegeben werden miissen. Mit dieser Annahme 148t sich das Paradox
der Wirmeleitungstheorie beseitigen.

Dariiber hinaus zeigt sich, dal die Entropiebilanz hier nicht zu einer
eindeutigen Entropieproduktion fithrt. Die Freiheit, die man bei der
Interpretation der Entropiebilanz hat, wird durch Einfiilhrung zusétz-
licher Terme berticksichtigt.

* Auszug aus der Aachener Dissertation: ,,Zur Ausbreitungsgeschwindigkeit von
Stérungen in kontinuierlichen Medien* von I. MULLER.

1 Cattaneo, C.: Atti del Seminario matematico e fisico della Universitd di
Modena 3, 3—21 (1948).
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Die Uberlegungen zur kinetischen Gastheorie einatomiger idealer
Maxwellgase im zweiten Teil dieser Arbeit bestiitigen die vorgeschlagenen
Erweiterungen. Es ist nimlich mdéglich, die in der T.I.P. auftretenden
GréBen als GroBen 0., 1., 2., ... Ordnung in Zustandsdnderungen tiiber
freie Weglingen bzw. wihrend StoBzeiten anzusehen. Dann bertick-
sichtigt die tibliche T.I.P. alle GroBen bis einschlieflich solcher 1. Ord-
nung, die erweiterte T.LP. alle bis zur 2. Ordnung.

Die kinetische Gastheorie gestattet die Berechnung der im phéno-
menologischen Teil dieser Arbeit eingefiihrten Materialgréfien. Fiir die
Ausbreitungsgeschwindigkeit von Temperaturstorungen erhilt man
dann eine Geschwindigkeit in der GroBenordnung der mittleren Teil-
chengeschwindigkeit in einem Maxwellgas.

Insbesondere zeigt die Arbeit, daBl eine Auflosung des Paradoxons
der Wéarmeleitungstheorie nicht erst in einer relativistischen Theorie
zu suchen ist. Tatsdchlich sind fiir die konsequente lorentz-kovariante
Formulierung der hier vorgeschlagenen erweiterten T.I.P. keine wesent-
lichen neuen Gesichtspunkte erforderlich. Diese Formulierung basiert
auf den Arbeiten von EckART? und MEIXNER®; auf ihre Wiedergabe
muB hier verzichtet werden; es wird auf die Dissertation verwiesen.

1. Phiinomenologische Thermodynamik
eines einkomponentigen isotropen Mediums

Bilanzgleichungen*

In diesem Kapitel wird ein fluides einkomponentiges Medium be-
trachtet. Seine Bewegung ist gekennzeichnet durch das Geschwindig-
keitsfeld u(X, t).

Sei N eine extensive GroBe, n(X, t) ihr spezifischer Wert und p(X, 1)
die Dichte des Mediums, dann gilt folgende Bilanzgleichung

dn 09}

— 1 — n 1
Pat + 0x; ¢ M
(liber zweimal auftretende Indizes wird summiert). Hierbei sind (%, 1)
die FluBdichte von » beziiglich des mit der Geschwindigkeit #(X, ¢)
bewegten Systems (lokales Ruhsystem) und o(X, ) die Produktions-
dichte von N.

2 EckArT, C.: Phys. Rev. 58, 919 (1940).

3 MEIXNER, J.: Relativistic thermodynamics of irreversible processes in a one
component fluid in the presence of an electromagnetic field. (1961). Nicht versffent-
licht.

4 MEIXNER, J., u. H. G. Reik: Handbuch der Physik, Bd. III/2, S.419. Berlin-
Gottingen-Heidelberg: Springer 1959.
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Dynamik*
Spezialfille der Bilanzgleichung (1) sind
dp Oou;
der Massenerhaltungssatz W-{_ P %, =0, @)
der Impulserhaltungssatz  p % + %1:;" =0, (P;=PF.), 3)
. _ de 0q, _ du;
die Energiebilanz p W+ i P, T, (4)

In (3) und (4) sind die folgenden GréBen eingeftihrt worden:

P;, Komponenten des Impulsfluitensors im lokalen Ruhsystem,

¢  spezifischer Wert der Energie nach Abzug der spezifischen kineti-
schen Energie 42,

g, Komponenten des Wiarmeflusses.

Thermodynamik

In der Ublichen T.IP. beschreibt man den Nichtgleichgewichts-
zustand eines einkomponentigen fluiden Mediums durch Angabe des
Feldes der spezifischen inneren Energie e(X, ) und des Dichtefeldes
p(%, t) und erzielt damit gute Erfolge bei der Beschreibung von nicht
zu schnellen Zustandsdnderungen.

Das Auftreten des Paradoxons der Wirmeleitungstheorie weist je-
doch auf die Notwendigkeit einer Abdnderung der T.I.P. hin. In dieser
Arbeit wird darum vorgeschlagen, den Nichtgleichgewichtszustand eines
einkomponentigen fluiden Mediums durch folgende Felder zu be-
schreiben

e(x, t) spezifische innere Energie,

p(x,t) Dichte,

g;(x,t) WirmefluBkomponenten,

pii(X, t)=P;;—p - 8;; ImpulsfluBtensor abziiglich des thermodynami-
schen Drucktensors p(e, p) 6;;.

Das grundlegende Postulat lautet nun:

Es existiert im Nichtgleichgewicht ein spezifisches Entropiefeld
s(X, t), so daB s von Ort und Zeit nur iiber die Felder e(X, 1), p(¥%, 1),
g;(%, ) und p;;(%, t) abhéngt, d.h.

5(55;t)=5(e,PaQi,Pij)':'S(e:P’Qi,I;ijaPlz), Eij=pij“%p115ij )
23 Z. Physik. Bd.198
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und dafl im abgeschlossenen System diese Entropie nicht abnehmen
kann.

Definiert man

s 1. 08 = . 0O __ 4,

de T® adp  p’T’ dq, T’ ©
ds B = = Js F

T R TR

so ergibt sich eine erweiterte Gibbsche Gleichung
ds_1de = dp A4 dgq; B, dp; F dp,

dt T dt p*T dt T dt T dt T dt
Es wird nun eine Niherung eingefiihrt. Von 1. Ordnung klein seien
GrdBen, die im Gleichgewicht verschwinden, von 2., 3., ... Ordnung
seien Produkte aus 2, 3, ... Faktoren 1. Ordnung. GroBen von hoherer
als 2. Ordnung sollen vernachlissigt werden.

Diese Niherung gestattet eine Einschrinkung der moglichen Funk-
tionen s=s(e, p, q;, Pij> p;;) in ihrer Abhingigkeit von g;, p;; und p,,
denn da s skalar ist, kann es nur von skalaren Kombinationen von ¢;
und p;; abhingen, also folgt in der betrachteten Néherung fir ein
isotropes Medium

Q)

s=s(e, p, qiqiaﬁijﬁij’pll)' )]
Entwickelt man (8) bis zu GréBen 2. Ordnung, so ergibt sich
s(e; p5 ;41> Pij Dij» Pr)—s(e, p)
_O(ep) a(e, p) Ble,p) -~ -~ A, p) ,
=7 Pui— 5T q;49; 5T Dij Pij T P
Nach obigem Postulat mul die rechte Seite fiir alle g; und p;; nicht-
positiv sein. Daraus folgt

€)

©=0, a20, f20, 420 (10)
und durch Vergleich von (9) mit (7) ergibt sich
Ai=ag;, Eij=ﬁl—7ij= F=A4p,;. (11

T und = in (7) stimmen wegen (6) und (9) bis auf GroBen 2. Ordnung
mit Temperatur und Druck (=Impulsflul im Gleichgewicht) in der
iiblichen T.I.P. iiberein.

Wegen (11) nimmt also (7) in der betrachteten Niherung die spezielle
Gestalt an '

ds 1 de p_dp agq d‘h__ﬁﬁii dpy; _Apy dpy (12)

dt T dt p°T dt T dt T dt T di -~
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Entropiebilanz und phinomenologische Gleichungen

Postuliert man, wie in der T.I.P. iiblich. die Gleichheit von thermo-
dynamischer innerer Energie e und Gesamtenergie ¢ beziiglich des lokalen
Ruhsystems, so kann (12) mit den dynamischen Grundgleichungen
verkniipft werden; es ergibt sich nach leichter Zwischenrechnung

ey 2 (2)
pdt ox; \T

__ % 5_T dq; ___17ij( dl’u)
= F(axﬁ“”—di) T (13)
_ﬂ(iim dpu)

T \3 0x; dt

Diese Gleichung hat die Form einer Entropiebilanzgleichung. Man
konnte die rechte Seite von (13) als Entropieproduktion ansprechen
und aus der Forderung, daB diese nichtnegativ sei, phinomenologische
Gleichungen gewinnen.

Aber (13) behilt die Form einer Entropiebilanz, wenn auf beiden
Seiten die Divergenz eines Vekfors N; addiert wird. Man wird verlangen,
daB N, sich aus Vektoren zusammensetzt, die den Zustand des Mediums
charakterisieren, also aus ¢; und p;; ¢; in der betrachteten Néherung.
AuBerdem soll N; die Existenz von phinomenologischen Ansétzen ge-
wihrleisten, die zu einer nichtnegativen Entropieproduktion fithren; das
bedeutet, daB N, von 2. Ordnung klein sein muB.

Damit folgt, daB um der Allgemeinheit willen zu beiden Seiten von
(13) die Divergenz von

N;= “LPIIQi—Kﬁiij

hinzugefiigt werden muB. L und K sind unbestimmte Koeffizienten,
die in der betrachteten Nédherung noch von e und p abhiingen kodnnen.

Es folgt dann

ds 0 {(q; —
—E'i‘ Bx, (}——'Lpul]i‘KPiij)
% _5__7_' apll dg; 2 apzz)
= (ax +LT %, ——+a pTdt +KT %
(14)
du, dp;; dq;
(6x +thr = +KTax)

1 Ou; dp;; dq;
(3 6x,+Ap dt +LT6x,-)'

23%
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Gl. (14) wird nun als Entropiebilanz interpretiert, ihre rechte Seite als
Entropieproduktion. Von dieser wird gefordert, daB sie nichtnegativ sei.
Diese Forderung erfiillt man in tblicher Weise durch die folgenden
linearen phinomenologischen Ansitze

— oT 2 0Py, dqg; 25171'1() >
q;= K(ax +LT 3%, +o pTdt +KT 3%, k=0, (15)
pij=—21 << \+ﬁ dp” +KT/aql>> n=0, (16)
0%,/ \ox
Ou; dpi; 6ql) S
p”——C<3———+9A T +9LT6x,- {=0. (17

Diese Ansiitze unterscheiden sich von denjenigen der iblichen T.I.P.
durch die Terme mit den Koeffizienten o, §, 4, K und L. In (16) wurde
gesetzt

CAi> =44+ 4, ) =5 41,0:.

Die Koeffizienten der Ableitungen in (15) bis (17) hingen in dieser
linearen Niherung nicht mehr von den neu eingefiihrten Variablen
i, p;; und p;; ab. Das gleiche gilt fiir die folgenden Gln. (18) bis (22),
ohne daB} dies in der Bezeichnung kenntlich gemacht wird.

Das volistindige Gleichungssystem
zur Behandlung von Schall- und Wirmeausbreitungsvorgdngen

Die GlIn. (15) bis (17) zusammen mit den linearisierten Bilanz-
gleichungen (2) bis (4)

dp Ou;

T, +p X, =0, (18)
duy, aﬁlk
Pt ax (p+3p)=0, (19)

p—+—+p——= (20)

und zwei thermodynamischen Zustandsfunktionen fiir e und p

de aT d
e=e(T=P)a W=€T7t~+ P dFl‘) (21)

_ ap oT op
r=p(T,p), T P, +p, Fr (22)
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bilden ein System von 16 unabhingigen Gleichungen fiir die 16 Un-
bekannten p, u;, Pix, P> Pi1> € Gis T.

Erweiterte Wiirmeleitungsgleichung
Beschrinkt man sich auf die Betrachtung eindimensionaler Vorgénge
[d.h. alle GroBen héingen nur von x ab und es ist # =(u, 0,0) und 4=
(g, 0, 0)] und betrachtet man u als von 1. Ordnung klein (d.h. in der
betrachteten Ndherung konnen die totalen Zeitableitungen durch partielle
Ableitungen ersetzt werden), so erhidlt man aus (15) bis (22) die folgende
verallgemeinerte Wirmeleitungsgleichung

T pr (P *T
ABC——-at3 —[p‘,-l—?T— (?—'el,)] ABC——ataxz—
*T T

—erp? T*v[9 0B+ K*uC] 576:6%+
+v[u(1-KpTY(1-K p;y T*) C+ (23)
+w(1-3LpT)(1-3Lp; T>) B+
+p* T(p,er—e,pr) O @ B+K*uC)+
T
otox*
6
S

+p*e, TBLo B+ K puC)]

—uvo(BL-K)*p*e, T?
Hierin sind die folgenden Bezeichnungen eingefithrt worden

0 0 0

. 24)

X . 4
per’

= w=
3p’ P’

y=

Im Rahmen der phinomenologischen Theorie sind die Grofen k, 5, {,
o, f, 4, K und L, von denen die Koeffizienten in Gl. (23) abhingen, nur
durch (10) und (15) bis (17) eingeschrankt. Diese Einschrinkung geniigt
nicht, um sicherzustellen, daB eine Temperaturstérung sich nach Gl (23)
mit einer endlichen Geschwindigkeit ausbreitet. Die Forderungen, die
an x, n, {, o, B, 4, K und L gestellt werden miissen, um eine endliche
Geschwindigkeit zu gewihrleisten, sind im allgemeinsten Fall schr
kompliziert (s. dazu Anhang I, wo diese Forderungen in impliziter Form
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angegeben werden). Im folgenden wird daher nur noch ein einatomiges
ideales Gas betrachtet; fiir ein solches k&nnen die GroBen k, 4, o, J
und K (¢, 4 und L treten in diesem Fall nicht auf) aus der kinetischen
Gastheorie unter Zugrundelegung eines speziellen Atommodells explizit
angegeben werden.

Erweiterte Wérmeleitungsgleichung fiir einatomige ideale Gase
Fiir einatomige ideale Gase gilt

{=0; p,=RT; pr=%; e,=0

s

[R charakteristische Gaskonstante].

Dann reduziert sich (23) auf

T T T
C ot’ — 5 at3ax2+A2 St
25)
o*T *T *T T T (
+Ciga Blatza 2t A+ Cog—Bo g2 =0
mit
C,=2xnafp*T, (26)
R\ p 2 4 7
B,=2 (1+—)—K o T+———kapT+
2 er) o <1 Bp 35 K%P .
. Bp— x 4n KpT KpT 27)
Pern P per 3 p RT Rlep’
P K 471 », & 4 (KpT)
2. K P L 2N a-KpT =L 28
22epn/3p peT3p( Kp)+peT3p Re » (28)
Ci=xapT+24Bp, (29
Bi=(1420) L (ap T2nfoy+g Ta—, (30)
er p per
=L 31)
per p
Co=1, (32)
Bo-(1+ iR) P (33)
er/) p’

In Teil IT dieser Arbeit werden die Werte von o, f und K fiir ein ein-
atomiges ideales Gas aus Maxwell-Teilchen berechnet. Darunter ver-
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steht man Teilchen, die gemiB dem Maxwellschen ,,r~*-Potential*
wechselwirken.
Insbesondere folgt aus der kinetischen Gastheorie [s. (58) in Ver-
bindung mit (26) bis (28)]
C2=%Tf1§ Bz=%inTT%1§ A =2(R T)for (34)
Damit zeigt sich, daB 4C, 4, <BZ; nach (A.8) ist also die groBere
der beiden Ausbreitungsgeschwindigkeiten von Temperaturstérungen

b G T w

2
und mit (34) folgt

vr=2,14]/RT, (36)

d.h. v; liegt in der GroBenordnung der mittleren Teilchengeschwindig-
keit.

2, Zur Bestiitigung der erweiterten phinomenologischen Gleichungen
durch die kinetische Gastheorie
fiir einatomige ideale Gase anus Maxwell-Teilchen

Beschreibung des Zustandes

Der Zustand eines idealen einatomigen Gases ist beschrieben durch
die Verteilungsfunktion f (%, €, ¢) der den Teilchen zugeordneten Phasen-
punkte im sechsdimensionalen Phasenraum. X ist der Ort und E_’die
Geschwindigkeit der Teilchen beziiglich des Beobachtersystems. f (X, &,¢)
dx dé ist die Masse der Teilchen im Phasenraumelement dx d¢&.

F (%, &, t) geniigt der Boltzmanngleichung

of L of 1 e S
57+§i6—m"7¢-jj(f Ji—ff)ogde dE . (37
Folgende GrofBen werden definiert
p=[fdé Dichte, (38)
u =% [Efde mittlere Geschwindigkeit der Gasatome (39)

beziiglich Beobachtersystem,

c=¢—1u Teilchengeschwindigkeit beziiglich (40)
lokalem Ruhsystem R,

Pji={cic;fd¢ ImpulsfluBtensor beziiglich R, (41)
gi=%{c,c’fd¢ EnergiefluB beziiglich R, 42)
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p=%P,; Druck, (43)
py=P;—pd,; spurfreier Drucktensor, (44)
3 p - . .
e== n spezifische innere Energie, (45)
T—L Temperat (46)
= 39{ e peratur,
s =% f[—RInf]fd¢ spezifische Entropie. 47

Linearisierte Boltzmanngleichung und ihre Losung fir Maxwell-Teilchen

Der Zustand des Gases weiche nur wenig vom Gleichgewichts-
zustand (0) ab; in diesem ist die Verteilungsfunktion

FO = p© (ﬁ)%e—ﬁéz, B 1

" “IRTO 49

(Hierbei ist ¥ =0 gesetzt, d.h. als Beobachtersystem ist das System
gewidhlt, in dem das Medium im Gleichgewicht ruht.) Setzt man f=
@1 +9) in die Boltzmanngleichung (37) ein und vernachldssigt man
GréBen in @2, so erhilt man die linearisierte Boltzmanngleichung

ﬂm(%?*453)=%¢Lﬂ”f9%¢+¢;—¢—¢oagd?da.@%

Die Losung dieser Integrodifferentialgleichung wird von WALDMANN®
in Form einer Entwicklung nach den aus &,,, &,, ... £, gebildeten sym-

metrisch irreduziblen Tensoren angegeben. Fiir ein Gas aus Maxwell-
Teilchen ergibt sich

0G.E0= 3 (T aluG0 T Ay VB8 ) . (G0
=0 \r=0 =
Dabei sind: 4,, -Koeffizienten

o__ P . ©)_1/ER v - (1)__3—_T.
ao)——p—(o—)—l, al’=)6Bu,; a ——1/7(1 W), (51)

—1/2 1 15 1
af;,l)=~l/6ﬁ\/—5_wq”; aflOJ:VT‘;(—OTpuv (52)

5 WALDMANN, L.: Handbuch der Physik, Bd. XII, S.367{f. Berlin-Géttingen-
Heidelberg: Springer 1958.
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und die al?_,, [, =0, 0);(0,1);(1,0)] geniigen dem folgenden
Gleichungssystem

0
(1 + Ty —67) a,(fi)...,l,
Q)

= R r—1)
= —izer+%+r<a—aglﬂl—>+/ll,]/r+l<%-_L\__

X Xuy (53)
I+1 aa;(z?...mﬂ I+1 . aa% 1u)1+1
gy eV TR s ey | T
(@0 =0).

Die 1;, sind von der Gréflenordnung der StoBzeit der Gasatome und
die

ilr =Ty

Vﬂ

von der GroBenordnung der freien Weglinge.

Eine Ndiherung innerhalb der linearisierten kinetischen Gastheorie
fiir Maxwell-Teilchen

Es sei nunmehr angenommen, daB die Anderung aller af) _,, tber
eine freie Wegldnge, bzw. wihrend einer Stofzeit klein ist gegen die
Breite da des Wertebereiches, in dem die a)_, variieren konnen.
Von (n+m)-ter Ordnung klein gegen Aa seien in der betrachteten
Néiherung die GréBen (r und A sollen von der GrofBenordnung der
mittleren freien Weglidnge bzw. der StoBzeit der Teilchen sein)

an+m A
A", 54
ox" ot (54)
wobei A (x, t) eine der GroBen a®, a™®, a{® sein soll. (Der Einfachheit
halber wird nur eine Ortsvariable angeschrieben.)

Eine ,,relative Ableitung* (d.h. A —aa— bzw. T %) erh6ht also die

Ordnung um eine Einheit; diese Aussage soll fiir alle a(") . gelten.

Die Bedeutung und die Grenzen dieser Niherung werden in An-
hang 1T nidher untersucht.

Die a®)_,, [ r)*(0,0);(0,1);(1,0)] sind in der betrachteten
Néherung mindestens von 1. Ordnung klein, denn nach (53) ergeben
sie sich als Summe relativer Ableitungen von 4 .. Die tatsichliche
Ordnung der af)_,, [(/, )#(0, 0); (0, 1); (1, 0)] erhélt man in folgender
Weise:
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a) Von 1. Ordnung klein sind diejenigen unter den af) _,, auf der
linken Seite von (53), die relative Ableitungen der GréBen 0. Ordnung
enthalten [d.h. nach (54) relative Ableitungen von a®, ¢, a(®].

b) Von 2. Ordnung klein sind alle diejenigen a5}, [(/, P)*(0, 0);
0, D; (1, 0)], die keine relativen Ableitungen von GroBen 0. Ordnung,
aber relative Ableitungen von GréBen 1. Ordnung enthalten.

Usw.

Fiihrt man diese Untersuchung am Gleichungssystem (53) durch,
so ergibt sich das in der Tabelle dargestellte Ergebnis

Tabelle der GréBen 0. Ordnung, 1. Ordnung, 2. Ordnung
N 2 3

AN
© A0 L0 O

0 a® ay’ ayy ayy; (55)
1 D 1)

1 a'’ oy’ ayy

2 a(z)

Alle hierin nicht angeschriebenen GroBen aff)._,, sind hdchstens von
3. Ordnung.

Bestiitigung der erweiterten phdnomenologischen Ansdtze

Streicht man in den Gleichungen fiir a{* und 4% aus (53) alle Terme,
die in dem oben beschriebenen Sinne von hoherer als 2. Ordnung klein
sind, so erhdlt man

" dall 5 9a® 2, 9a
==tk Vz Tx, 5 T,

- (56)
d® g, Gy ﬁa(o) 220‘/5 /6a‘°) Azo/aaﬁl)\'
" 7\ ax, ) TH0\x, )

Wegen (52) folgt daraus (es gilt nach WALDMANN 7,,=2%7,)

6T+ 2 dq,,2 T ap,,
ox, S5Rp® ot 5 p©@ ox,

(57)
_ A2 o dou, 1 0p,y 2 /6qu\
Puyv= 2<3 P T11)<<axv + 2P(0) ot + 5p(o) \axv/ .

Diese beiden Gleichungen entsprechen genau den phinomenologischen
Ansitzen (15) und (16), wenn man diese auf den Fall einatomiger idealer
Gase spezialisiert (p,, =0).
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Die in der phinomenologischen Theorie eingefiibrten Gréfen «, S,
K, k¥ und 5 haben demgemil die Werte

2 1 1 2 1
K= 5 0 7O

o(:w___; —_——-————;
5 502 B 2 p©®

58
K=%9{P(O)T11§ 71=%P(0)"711- (58)

Mittels dieser Werte wurden in (34) die Koeffizienten C,, B, und A4,
bestimmt.

Hatte man in (53) alle Terme bis auf die von 1. Ordnung in dem oben
beschriebenen Sinne weggelassen, so hitte man erhalten

2 o0, /o %9)
puv=_2 _3—p T11 \axv »

also gerade die phdnomenologischen Gleichungen der iiblichen T.I.P.

Man kommt also zu dem Ergebnis, daB die iibliche T.I.P. nur solche
GroBen beriicksichtigt, die im oben beschriebenen Sinne von geringerer
als 2. Ordnung klein sind, wihrend die hier vorgeschlagene erweiterte
T.LP. erst die Gréfen vernachldssigt, die von 3. oder hoherer Ordnung
klein sind.

Die Gln. (57) konnen angewendet werden auf die Berechnung von
Absorption und Dispersion ebener Schallwellen. Diesbeziiglich sei auf
die Dissertation verwiesen.

Anhang I

Beriicksichtigt man (24), so nimmt (23) die folgende Form an [$ ist die (kleine)
Abweichung der Temperatur vom Gleichgewichtswert].

3 ai+39 3 5i+39 ai+3‘9
i=20Ci ati+3 - ZBl ati_].laxz +Al 5ti—1@x4 =0 (A.l)

i=0

mit konstanten Koeffizienten C;, B;, 4;.

Betrachtet wird ein Medium im Halbraum x=0. Als Anfangsbedingung werde
gewihlt

9*9(x, 1)

- =0 (k=0-5) fir alle x=0, (A2)
ot t=0

Sei u(x, s) die Laplacetransformierte von 3(x, #). Die Losung von (A.1) im Bildraum
der Laplacetransformation ist

2
u(x,s)= ‘Zlyj(s) e SFI®,
/=
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Die f;(s) sind durch p =5 f; (s) bestimmt, wobei die p; ; die Wurzeln der biquadrati-
schen Gleichung

mit positivem Realteil sind.

Die Funktionen y g (s) hiingen von den Randbedingungen ab. Diese brauchen hier
nicht spezifiziert zu werden; sie sollen nur so beschaffen sein, daB sie den Anfangs-
zustand stéren.

Im Originalraum ist die Losung von (A.1) gegeben durch

1 d+icc 2 =xf 0 l<0
s{t—xfj) —
27, IMJZ 7i(s)e =190 1) 120, (A4

wo & groBer ist als der Realteil simtlicher singuléren Punkte der Bildfunktion.

Bei der Bestimmung von (A.4) wurde eine Voraussetzung beziiglich der Werte von
C;, B;, A; gemacht. Soll niimlich (A.4) die Losung von (A.1) sein, so muBl Re{p;(s)}
[7==1, 2] fiir alle s auf dem Integrationsweg in (A.4) positiv sein. Das ist eine Forderung
an die Werte der Koeffizienten C;, B;, 4;.

Es gilt 3(x, )=0 fiir alle Werte ¢, fiir welche [mit s= Ref?]

lim {Re[e'®(t—x f;(Re?)]} <0 (j=1,2) fiir alle ———<(p< , (A.3)

R~ o0

denn dann verschwindet das Integral iiber Weg II fiir R— 00 und das Integral in (A.4)
ist gleich O fiir alle #, fiir die (A.5) gilt.

|

1
|

Fig. 1. Integrationsweg zur Bestimmung der Ausbreitungsgeschwindigkeit

(A.5) 14Bt sich wie folgt umschreiben

t<x{Re[hmf,(Re””)] ~tgo Im[lim f;(Re 9]}
R~oo )

s T
fiir alle ——2—<<p<7.
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Als Ausbreitungsgeschwindigkeiten einer bei x=0 angebrachten Temperaturstérung
ergeben sich dann die Werte

1
Re[lim f;(Re'*™)]—tg ¢, Im [ 11m fJ (Re'*™]’

R—- w0

vr=

(A7)

wobei ¢,, derjenige Wert von ¢ zwischen — n/2 und #/2 ist, fiir den die rechte Seite
von (A.6) minimal wird.

Die Geschwindigkeiten (A.7) sind endlich, wenn gilt
Re[lim f;(Ré )] —tg o, Im[hm fi(ReP]>0.
R—w

Postuliert man endliche Ausbreitungsgeschwindigkeiten, so wird durch diese Unglei-
chung in impliziter Form eine Einschrinkung fiir die GroBen x #, ¢, «, 8, 4, Kund L
gegeben, von denen die Koeffizienten C;, B;, 4; abhdngen. Nach (A.3) ist

3

Y B!
Ji.2= S

ZAls

-1

b
—4 t=30
2

UML» IIML,)

Hat man 4C; A; < B3, so ist Im[ Ilm f (Rei9m)]=0 und es folgt

; A3 \? CyA4;\*]7%
vf=<z-s—>[ (521"
T\ B, B3

Beide Geschwindigkeiten sind endlich, wenn C;, B; und A4; gréBer als 0 sind.
Ist 4C; A;> B2, so tritt eine Komplikation ein, dann muB tatsichlich ¢,, be-
stimmt werden.
Im Falle des einatomigen idealen Gases sind die Koeffizienten C3, B; und A,
gleich 0.
Nun gilt: Ist 4C, 4, < B2, so ist Im[ lim f i(Ret¢m)] =0 und man erhilt
R- o0

) BT

Ist 4C, A, > B2, so muB wieder ¢,, bestimmt werden.

Anhang IT

n+m
Die Aussage, dic GroBle Ar o W sei von (rn+4 m)-ter Ordnung klein gegen
X
da bedeutet, daB der Absolutbetrag dieser GréBer kleiner oder hochstens gleich
{ntm Aqist, mit 0<{<1.

Nun gilt
L oA
ox"orm

<da TR TR0l (] lo@ B dodk,  (A9)
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wo ¢(w, k) die Fourjersche Bildfunktion von A(x, ¢} ist und | £#| | ™| der Mittelwert
von | k#| | ™| beziiglich | ¢ (o, k)].

Es muB untersucht werden, ob der Ausdruck rechts in (A.9) im oben beschriebenen
Sinne von (n+ m)-ter Ordnung klein ist.

Das ist z.B. der Fall, wenn ¢ (w, k) eine beschrinkte Funktion ist, die nur in einem
endlichen Intervall

1 1 1 1
e/ S essei L,£L,, T,<T.
Ll_ —Lz’ Tl_ .—7'12 ( 1=+2> 1= 2)
von 0 verschieden ist. L, ist die kleinste Wellenldnge, 7, dic kleinste Schwingungszeit
der Partialwellen von 4 (x, ¢). Dann gilt [M,, Maximalwert von | ¢(®, k)|]
n+m n m
om0 A}<AaM<p(z)(r)_

ax"or"|= LTy \L) \T;
n+m
Die Grofle An W ist also von (n-+m)-ter Ordnung klein gegen Aa, wenn
gilt
freic Wegldnge StoBzeit

kleinste Wellenlinge  kleinste Schwingungszeit <.

Sind in der Bildfunktion ¢(w, k) von A(x, t) [A(x, t) ist eine der Funktionen a(0),
a(1) oder aflo)] groBe Frequenzen und Wellenzahlen nur schwach vertreten, so 148t
sich in der beschriebenen Weise wenigstens noch eine befriedigende Abschitzung der
ag'l)m o, fiir Kleine (7, r)-Paare angeben.

Fiir die Anregung zu dieser Arbeit und fiir stindige Beratung hat der Verfasser
Herrn Professor Dr. J. MEIXNER zu danken,



