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ANNALEN DER PHYSIK.

VIERTE FOLGE. BAND 26.

1. Zur Dynamik bewegter Systeme;
von M. Planck.

Aus den Sitzungsber. d. k. preuB. Akad. der Wissensch. vom 18. Juni 1907,
mitgeteilt vom Verf.

Einleitung.

Seitdem die neueren Forschungen auf dem Gebiete der
Wirmestrahlung von experimenteller wie auch von theoretischer
Seite her iibereinstimmend zu dem Krgebnis gefiihrt haben,
daB ein von jeglicher ponderabler Materie entbltBtes, ledig-
lich aus elektromagnetischer Strahlung bestehendes System
sowobl den Grundgesetzen der Mechanik wie auch den beiden
Hauptsitzen der Thermodynamik in einer Vollstindigkeit ge-
horcht, die bei keiner einzigen der bisher aus diesen Sitzen
gezogenen Folgerungen etwas zu wiinschen iibrig 146t, ist es
notwendig geworden, eine Reihe von Vorstellungen und Gesetz-
maBigkeiten, die bisher gew6hnlich als feste und fast selbst-
verstindliche Voraussetzungen allen theoretischen Spekulationen
auf diesen Gebieten zugrunde gelegt wurden, einer prinzipiellen
Revision zu unterziehen; denn eine nihere Betrachtung zeigt,
daB einige der einfachsten und wichtigsten unter ihnen in Zu-
kunft nur mehr den Charakter von allerdings weitgehenden
und praktisch sehr wichtigen Anndherungen, aber keineswegs
mehr genaue Gilltigkeit beanspruchen kbnnen. Einige Bei-
spiele werden dies niiher begriinden.

Man ist gewohnt, die gesamte Znergie eines bewegten
ponderablen Korpers aufzufassen als additiv zusammengesetat
aus einem Glied, welches, unabhiingig von dem inneren Zu-
stand des Kdorpers, nur mit seiner (eschwindigkeit variirt:
der Energie der fortschreitenden Bewegung, und einem zweiten
Glied, welches, unabhiingig von der Gteschwindigkeit, nur von
dem inneren Zustand, nimlich von der Dichte, der Tem-
peratur und der chemischen Beschaffenheit abhingt: der inneren

Annslon der Physik. 1V, Folge. 26. 1


http://crossmark.crossref.org/dialog/?doi=10.1002%2Fandp.19083310602&domain=pdf&date_stamp=2006-03-16

2 M, Planck.

Energie des Korpers. Diese Zerlegung ist von nun an, prin-
zipiell genommen, in keinem einzigen Falle mehr gestattet.
Denn ein jeder ponderable Korper enthilt in seinem Innern
einen endlichen angebbaren Betrag von Energie in der Form
strahlender Wiarme, und wenn dem Korper eine gewisse Ge-
schwindigkeit erteilt wird, so wird diese Wirmestrahlung zu-
gleich mit in Bewegung gesetzt. Fiir bewegte Warmestrahlung
aber ist, obwohl deren Energie merklich von der Geschwindig-
keit der Bewegung abhingt, eine Trennung der Energie in
eine innere und eine fortschreitende Energie durchaus unmog-
lich; folglich ist eine solche Trennung auch fir die Gesamt-
energie nicht durchfihrbar. Mag nun auch in den meisten
Fallen die innere Strahlungsenergie weitaus iitberwogen werden
von den itbrigen Energiearten, so ist sie doch stets in nach-
weisbarer Menge vorhanden und unter wohlrealisierbaren Um-
stinden sogar von derselben Griofenordnung wie jene. Am
merklichsten wird ihr Betrag fiir gasférmige Korper. Nehmen
wir z B. ein ruhendes ideales einatomiges Gas unter dem
Druck p bei der Temperatur 7, so ist die im Gase vorhandene
Strahlungsenergie a 7 T4, wobei im absoluten C.G.S.-System
RNT
o
(¥ die Molzahl, B =8,31.10%) Dagegen ist die innere Energie
des Gases, soweit sie von der lebendigen Kraft der Molekular-
bewegungen herriibrt: N¢, 7'+ const., wo c,, die Molwiirme bei
konstantem Volumen, in dem nidmlichen MaBsystem gleich
8.4,19.107=1,257.108 Fithrt man also dem Gase von auflen
bei konstantem Volumen Wirme zu, so verteilt sich diese
Wirme auf die beiden genannten Energiearten im Verhiltnis:
4aVT® _ 4aRT
Ne, — ep

¢ = 7,061,101 und 7=

Fir 0,001 mm Druck und die Temperatur des schmelzen-
den Platins, also in absolutem MaBe

p=133 und 7=17904-273 = 2063
wird dies Verhiiltnis, mit Benutzung der angegebenen Zahlen,

gleich 0,25; d. h. bei den angenommenen Werten von Druck
und Temperatur betrigt die bei der Erwirmung eines ein-
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Dynamik bewegter Systeme, 3

atomigen Gases zur Vermehrung der Strahlungsenergie dienende
Wirme bereits den vierten Teil der den Molekularbewegungen
zugute kommenden Wirme.

Ein weiteres Beispiel betrifft die #rdge Masse eines Korpers.
Der Begriff der Masse als eines absolut unvertinderlichen, weder
durch physikalische noch durch chemische Einwirkungen irgend-
wie zu modifizierenden Quantums gehort seit Newton zu den
Fundamenten der Mechanik. Wenn irgend einer GriBe, so
scheint dieser vor allen anderen das Attribut der Konstanz
zuzukommen; sie ist es, welche bis in die neueste Zeit, auch
noch in der Hertzschen Mechanik, als die Grundeigenschaft
der Materie betrachtet und daher fast in jedem physikalischen
Weltsystem als erster Baustein verwendet wird. Und doch
1aBt sich jetzt ganz allgemein beweisen, daB die Masse eines
jeden Koérpers von der Temperatur abhingig ist. Denn die
trige Masse wird am direktesten definiert durch die kinetische
Energie. Da es aber, wie vorhin gezeigt, unméglich ist, die
Energie der fortschreitenden Bewegung eines Korpers voll-
stindig zu trennen von seinem inneren Zustand, so folgt so-
gleich, daB eine Konstante mit den Eigenschaften der trigen
Masse nicht existieren kann. Der Grund hiervon liegt wiederum
in der Energie der inneren Wirmestrahlung, welche an der
Tragheit des Kdorpers sicher einen, wenn auch geringen, so
doch angebbaren Anteil hat, und zwar mit einem von der
Strahlungsdichte, d. h, von der Temperatur abhingigen Gliede.
Will man aber die Masse, statt durch die kinetische Energie,
durch die BewegungsgroBe definieren, nimlich als den Quo-
tienten der BewegungsgroBe durch die Geschwindigkeit, so
kommt man zu keinem anderen Resultat. Denn nach den
Untersuchungen von H. A, Lorentz, H. Poincaré und
M. Abraham besitzt die innere Wirmestrahlung eines be-
wegten Korpers, ebenso wie liberhaupt jede elektromagnetische
Strablung, eine bestimmte endliche BewegungsgroBe, welche in
der gesamten BewegungsgroBe des Korpers mit enthalten ist.
Dieselbe hiingt aber, ebenso wie die Strahlungsenergie, von
der Temperatur ab, und iofolgedessen auch die durch sie
definierte Masse.

Der Ausweg, zwischen ,wirklicher und ,scheinbarer«
Masse zu unterscheiden, und der ersteren allein die Eigen-

1*
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4 M. Planck.

schaft der absoluten Konstanz beizulegen, stellt im Grunde
nur eine verinderte Formulierung desselben Sachverhaltes dar.
Denn wenn der ,,wirklichen® Masse nun auch die Konstanz
gewahrt bleibt, so geht ihr dafiir auf der anderen Seite ihre
bisherige Bedeutung fiir die kinetische Energie und flir die
BewegungsgroBe verloren.

An diese Betrachtung schlieBt sich sogleich ein drittes
Beispiel, namlich die Frage nach der Identitéit von trdger und
ponderabler Masse. Die Wirmestrahlung in einem vollstdndig
evakuierten, von spiegelnden Winden begrenzten Raume be-
sitzt sicher triige Masse; aber besitzt sie auch ponderable
Masse? Wenn diese Frage zu verneinen ist, was wohl das
Nichstliegende sein diirfte, so ist damit offenbar die durch
alle bisherige Erfahrungen bestitigte und allgemein an-
genommene Identitit von triger und ponderabler Masse auf-
gehoben. Man darf nicht einwenden, daB die Triigheit der
Hohlraumstrahlung unmerklich klein ist gegen die der be-
grenzenden materiellen Winde. Im Gegenteil: durch ein ge-
horig groBes Volumen des Hohlraumes 1Bt sich die Tragheit
der Strahlung sogar beliebig groB machen gegen die der Winde.
Eine solche, durch diinne starre spiegelnde Winde von dem
suberen Raum vollstindig abgeschlossene, im iibrigen frei be-
wegliche Hohlraumstrahlung liefert ein anschauliches Beispiel
eines starren Korpers, dessen Bewegungsgesetze von denen
der gewthnlichen Mechanik total abweichen. Denn wiihrend
_ er, auBerlich betrachtet, sich durch nichts von anderen starren
Korpern unterscheidet, auch eine gewisse triige Masse besitzt
und dem Gesetz des Beharrungsvermdgens gehorcht, #indert
sich seine Masse merklich mit der Temperatur, auBerdem hingt
sie in bestimmter angebbarer Weise von der GroBe der Ge-
schwindigkeit ab, sowie von der Richtung, welche die be-
wegende Kraft mit der Geschwindigkeit bildet. Dabei haben
die Eigenschaften eines solchen Korpers gar nichts Hypo-
thetisches an sich, sondern lassen sich quantitativ in allen
Einzelheiten aus bekannten (Gesetzen ableiten. .

Angesichts der geschilderten Sachlage, durch welche einige
der bisher gewthnlich als festeste Stiitze filr theoretische Be-
trachtungen aller Art benutzten Anschauungen und Sitze ihres
allgemeinen Charakters entkleidet werden, muB es als eine
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Dynamik bewegter Systeme. 5

Aufgabe von besonderer Wichtigkeit erscheinen, unter den
Satzen, welche bisher der allgemeinen Dynamik zugrunde ge-
legt wurden, diejenigen herauszugreifen und besonders in den
Vordergrund zu stellen, welche sich auch den Ergebnissen der
neuesten Forschungen' gegentiber als absolut genau bewidhrt
baben; denn sie allein werden fernerhin Anspruch erheben
diirfen, als Fundamente der Dynamik Verwendung zu finden.
Damit soll natiirlich nicht gesagt werden, daB die oben als
merklich unexakt gekennzeichneten Sitze kiinftig auBer Ge-
brauch zu setzen wiren; denn die enorme praktische Be-
deutung, welche die Zerlegung der Energie in eine innere und
eine fortschreitende, oder die Annahme der absoluten Unver-
#nderlichkeit der Masse, oder die Voraussetzung der Identitit
der trigen und der ponderablen Masse in der ungeheuren
Mebrzahl aller Fille besitzt, wird ja dureh die hier angestellten
Betrachtungen itherhaupt gar nicht beriihrt, und niemals wird
man in die Liage kommen, auf die Benutzung jener so wesent-
lich vereinfachenden Annahmen Verzicht leisten zu konnen.
Aber vom Standpunkt der aligemeinen Theorie aus wird man
unbedingt und prinzipiell unterscheiden miissen zwischen solchen
Sitzen, die nur als Anniherungen aufzufassen sind, und solchen,
welche genaue Giiltigkeit beanspruchen, schon deshalb, weil
heute noch gar nicht abzusehen ist, zu welchen Konsequenzen
die Weiterentwickelung der exakten Theorie einmal fithren
wird; sind ja doch hiufig genug weitreichende Umwilzungen,
auch in der Praxis, von der Entdeckung fast unmerklich kleiner
Ungenauigkeiten in einer bis dahin allgemein fiir exakt ge-
haltenen Theorie ausgegangen.

Fragen wir daher nach den wirklich exakten Grundlagen
der aligemeinen Dynamik, so bleibt von allen bekannten Sitzen
zundchst nur itbrig das Prinzip der kleinsten Wirkung, welches,
wie H. v. Helmholtz?}) nachgewiesen hat, die Mechanik, die
Elektrodynamik und die beiden Hauptsitze der Thermodynamik
in ihrer Anwendung auf reversible Prozesse umfafBt. DaB in
dem nimlichen Prinzip auch die Gesetze einer bewegten Hohl-
raumstrahlung enthalten sind, habe ich im folgenden (vgl.
unten Gleichung (12)) besonders gezeigt. Aber das Prinzip

1) H. v. Helmholtz, Wissenschaftl. Abbandl. 8. p. 203. 1895.
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6 M. Planck.

der kleinsten Wirkung geniigt noch nicht zur Fundamentierung
einer vollstindigen Dynamik ponderabler Kérper; depn fiir
sich allein gewéhrt es keinen Ersatz fiir die oben als unhalt-
bar nacbgewiesene und daher hier nicht einzufiihrende Zer-
legung der Energie eines Kiorpers in eine fortschreitende und
eine innere Energie. Dagegen steht ein solcher Ersatz in vollem
Umfang in Aussicht bei der Einfithrung eines anderen Theorems:
des von H. A, Lorentz!) und in allgemeinster Fassung von
A. Einstein? ausgesprochenen Prinzips der Relativitit. Wenn
auch von direkten Bestitigungen der Giiltigkeit dieses Prinzips
nur eine einzige, allerdings sehr gewichtige, zu nennen ist:
das Ergebnis der Versuche von Michelson und Morley3),
so ist doch andererseits bis jetzt keine Tatsache bekannt, die
es direkt hinderte, diesem Prinzip allgemeine und absolute
Genaunigkeit zuzuschreiben. Andererseits erweist sich das
Prinzip als so durchgreifend und fruchtbar, daB eine moglichst
eingehende Priifung wiinschenswert erscheint, und diese kann
offenbar nur durch Untersuchung der Konsequenzen erfolgen,
welche es in sich birgt.

Dieser Erwigung folgend, hielt ich es fiir eine lohnende
Aufgabe, die Schliisse zu entwickeln, zu welchen eine Kombi-
nation des Prinzips der Relativitit mit dem Prinzip der kleinsten
Wirkung fir beliebige ponderable Korper fithrt. Es haben
sich dabei gewisse weitere Ausblicke ergeben, sowie auch einige
Folgerungen, die vielleicht einer direkten experimentellen
Priifung zugiinglich sind.

Erster Abschnitt.
Dynamik einer bewegten schwarzen Hohlraumstrahlung.

§1.

Die schwarze Hohlraumstrahlung im reinen Vakuum ist
unter allen physikalischen Systemen das einzige, dessen thermo-

1) H. A. Lorentz, Versl. Kon. Akad. v. Wet. Amsterdam p. 809.
1904.

2) A. Einstein, Ann. d. Phys. 17, p. 891. 1905.

8) A. A. Michelson u. E. W. Morley, Amer. Journ. of Science
(3) 84. p. 833. 1881,
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Dynamik bewegter Systeme. 1

dynamische, elektrodynamische und mechanische Eigenschaften
sich, upabhéngig vom Widerstreit spezieller Theorien, mit
absoluter Genaunigkeit angeben lassen. Seine Behandlung ist
daher der der iibrigen Systeme vorangeschickt. Man denke
sich die Strahlung eingeschlossen in ein rings von beweglichen
absolut reflektierenden Winden umgebenes Vakuum, dessen
Volumen 7 so groB gewihlt sein moge, daB der EinfluB der
Masse der Winde nicht merklich in Betracht kommt. Alle
mit dem System vorgenommenen Anderungen denken wir uns
reversibel, d. h. so langsam vorgenommen, daB in jedem Augen-
blick ein stationdrer Zustand besteht. Dann ist der Zustand
des Systems vollkommen bestimmt durch die Geschwindigkeit g,
deren Betrag ein beliebig groBer Bruchteil der Lichtgeschwin-
digkeit ¢ sein kann, das Volumen 7 und die Temperatur 7.
Bei einer unendlich kleinen Zustandsinderung ist nach dem
ersten Hauptsatz der Thermodynamik die Anderung der
Energie £ der Strablung:

dE=4+9,

wobei 4 die von auBen auf die Strahlung ausgeiibte mecha-
nische Arbeit, @ die von auBen zugefiilbrte Wirme bedeutet;
und nach dem zweiten Hauptsatz ist die Anderung der Entropie §

der Strablung:
Q _dE-4

d§ =7 T

Wir wollen nun mit Hilfe der letzten Gleichung die Eigen-
schaften der Strahlung in ihrer Abhingigkeit von den un-
abhiingigen Variabeln ¢, 7 und 7 berechnen. Die Energie der

Strahlung ist:
E=3s.7,

wenn & die riumliche Knergiedichte bedeutet, welche nur von ¢
und 7 abhéngt. Was ferner die duBere Arbeit 4 betrifft, so
setzt sich dieselbe additiv zusammen aus der Translations-
arbeit und der Kompressionsarbeit. Erstere ist gleich dem
Produkt der Geschwindigkeit ¢ und dem Zuwachs der Be-
wegungsgroBe @, letztere gleich dem Produkt des Druckes p
und der Abnahme des Volumens 7, also:

Ad=qdG—pdV.
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8 M. Planck.

Nun ist der Druck?l):

_ C, — qi

P=73oyg ®
Ferner ist die BewegungsgréBe?):
_ 4qsV

C=gaxy
Substituiert man diese Werte in den Ausdruck von 4, hierauf
die Werte von 4 und E in die Gleichung fiir 8, so lautet
die letztere:

sdV

4qeV ) et — ¢?
3621- q?

d(5V)—qd(3ce+q-z

d8 = e

Die Bedingung, daB dieser Ausdruck ein vollstindiges Diffe-

rential der drei unabhingigen Variabeln ¢, 7 und 7 bildet,

wobei zu beachten ist, daB & nur von ¢ und 7, nicht von ¥

abhiingt, liefert als notwendige Folgerung die Beziehungen:
act 3c¢*+ q° gy

(1) e T 7 s 1

1) K. v. Mosengeil, Ann. d. Phys. 22. p. 867. 1907, gibt auf Grund
einer von M. Abraham (Elektromagn. Theorie der Strahlung, Leipzig,
B. G.. Teabner 1905, p. 851) fiir den Druck eines einzelnen Strahlenbiindels
auf einen bewegten Spiegel abgeleiteten Formel als Gleichung (42):

_ 47 *\s
p=5rKO(1- %)
und als Gleichung (44):

Beide Gleichungen kombiniert liefern die obige Beziehung, welche iibrigens
allgemein gilt, nicht etwa nur fiir adiabatische Vorginge.
2) Nach K. v. Mosengeil, 1. ¢. Gleichung (24*) ist niimlich:

o !
G._:M__'z_ v

38 cs (1 _ _qi‘)—g . f
¢*

wobei nach Gleichung (25%):
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Dynamik bewegter Systeme. 9

und

4act TV
@) §m 228
wobei die Konstante a dadurch bestimmt ist, daB & fir ¢=0
in a 7% tibergeht, entsprechend dem Stefan-Boltzmannschen
Strahlungsgesetz.

Mit diesen Werten ergeben sich fiir die Energie E, den
Druck p und die BewegungsgroBe G der bewegten Hoblraum-
strahlung als Funktionen der unabhingigen Variabeln ¢, 7
und 7 folgende Ausdricke:

_act 83 +¢ 4y
(3) 'E""E '(c'z__qe)aTV’
act il
@ P="g @
(5) G = dac'q TV

3 (69 — q‘l)ﬂ

Erteilt man also z. B. der Hohlraumstrahlung eine Be-
schleunigung, wahrend ihr Volumen 7 konstant gehalten und
keine Wiarme von auBen zugefithrt wird, so daB auch die
Entropie § konstant bleibt, so erniedrigt sich nach (2) die
Temperatur 7 der Strahlung im Verhiltnis

"\ s
(1 - %) 1.
Dieses Resultat sowie verschiedene andere damit verwandte
Sitze stehen im Einklang mit den Schliissen, zu welchen die
Untersuchung von K. v. Mosengeill) gefithrt hat. Weiter

unten (im § 15) wird sich eine noch einfachere und direktere
Ableitung fiir sie ergeben.

Zweiter Abschnitt.
Prinzip der kleinsten Wirkung und Prinzip der Relativitiit,
§2.

Wir betrachten im fo]geziden einen beliebigen, aus einer ge-
gebenen Anzahl?) gleichartiger oder verschiedenartiger Molekiile

1) K. v. Mosengeil, 1. . Gleichung (47) usw.

2) Diese Anzahl kann auch gleich Null sein. Dann reduziert sich
der Korper auf eine Hohlranmstrahlung, wie sie im vorigen Abschnitt
behandelt wurde.
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10 M. Planch.

bestehenden Korper in einem stationéiren Zustand, der be-
stimmt ist durch die unabhingigen Variabelnl) 7, 7 und die
Geschwindigkeitskomponenten #, y, z des Korpers lings den
drei Achsen z, y, z eines ruhenden geradlinigen orthogonalen
Bezugsystems. Die GrioBe ¢ der Geschwindigkeit ist dann
gegeben durch: .
92___@'.2_*_‘1/'2_*_52.

Andert man den Zustand des Korpers auf reversible Weise,
so gelten nach H. v. Helmholtz?) die aus dem Prinzip der
kleinsten Wirkung flieBenden Differentialgleichungen:

d 8H _ d 8H _ d 0H _
©®) g7 5s =% Ty =% Trar=20
und

o0H oH
(7) =0 Gy =5

Hier bedeutet X das kinetische Potential des Korpers, als
Funktion der oben genannten fiinf unabhéngigen Variabeln,
wobei jedoch die Geschwindigkeitskomponenten #, y, 2 nur in
der Verbindung ¢ vorkommen, und & bedeutet die von aufen
auf den Korper wirkende bewegende Kraft.

Man kann diese fiinf Differentialgleichungen auch zur
Definition des kinetischen Potentials benutzen; doch ist durch
sie, wie man sieht, die Funktion H noch nicht vollstindig
definiert, sondern es bleibt in dem Ausdruck von X, hei be-
stimmtem §, p und S, eine additive Konstante, welche keinerlei
physikalische Bedeutung besitzt, willkiirlich bestimmbar. Kine
zweckmiBige Verfiigung {iber diese Konstante werden wir
weiter unten (im § 9) treffen und damit die zur Vervollstin-
digung der Definition von A notwendige Erginzung vornehmen,

Die BewegungsgroBe des Kérpers ist dann gegeben durch
die Komponenten:

®) @ =1 @32 g._9H

2= g5’ vT Fy ' UsT g%

1) Uber die Existenz einer Zustandsgleichung vgl. A, Byk, Ann.
d. Phys. 19. p. 441, 1906.

2) H. v. Helmholtz, Ges. Abh. (Leipzig, J. A. Barth) 3. p. 225.
1895. Dort ist das kinetische Potential mit dem entgegengesetzten Vor-
zeichen definiert.
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Dynamik bewegter Systeme. 11

bzw. durch die resultierende Bewegungsgrife:

0H
(9) G=a—q

und die gesamte Energie des Kdrpers durch:
o0H mOH , . s

woraus sich fiir das Energieprinzip die Gleichung ergibt:
(11) dE =g dz+3,dy+S,dz—pdV + TdS§,

welche auf ihrer rechten Seite die Translationsarbeit, die
Kompressionsarbeit und die von auBen zugefiihrte Wirme
enthilt.

Alle diese Beziehungen besitzen natiirlich auch Giltigkeit
fir den im vorigen Abschnitt bebandelten speziellen Fall der
reinen Hohlraumstrahlung, wie man sich leicht iiberzeugen
kann, wenn man fiir das kinetische Potential den Wert:

actTVV .
(12) H=
in die obigen Gleichungen einsetzt.

In der Anwendung auf ponderable Kérper wurde nun
bisher, auch bei H. v. Helmholtz, stets so verfahren, da8
man das kinetische Potential A in zwei Teile zerlegte:

1
H=?.Mq2—'F,

und M, die Masse des Korpers, konstant, dagegen 7, die freie
Energie des Korpers, unabhéngig von ¢ annahm. Dann gehen
die Gleichungen (6) in die Gleichungen der gewdhnlichen
Mechanik iiber, und die Gleichungen (7) in die der gewdhn-
lichen Thermodynamik,

Wie aber das Beispiel der Hohlraumstrahlung zeigt, und
wie oben in der Einleitung niher ausgefithrt wurde, ist eine
derartige Zerlegung, genan genommen, in keinem ecinzigen
Falle zuldssig; denn ein jeder ponderable Kdrper enthilt in
seinem Jonnern strahlende Energie in angebbarem Betrage.
Wir wollen daher hier jene Zerlegung nicht vornehmen, sondern
wollen uns statt dessen auf das Prinzip der Relativitiit stiitzen
und dessen Konsequenzen fiir den betrachteten Fall entwickeln.
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12 M. Planck.

§ 8.
Das Prinzip der Relativitit besagt, daB man statt des

bisher benutzten Bezugsystems (z, v, z, £) mit genau dem nim-
lichen Recht auch das folgende Bezugsystem:

o= 2Ezrd Y=y, =2, t'=—"—2"1

Vet ot cVet —o?
fir die Grundgleichungen der Mechanik, Elektrodynamik und
Thermodynamik benutzen und daher als ,ruhend“ bezeichnen
kann. Wir wollen im folgenden alle in dem neuen Bezug-
system gemessenen GroBen durch einen hinzugefigten Strich
charakterisieren und dementsprechend auch die beiden Bezug-
systeme als das ,gestrichene und das ,ungestrichene“ be-
zeichnen. Dann 148t sich der Inhalt des Relativititsprinzips
auch so aussprechen: Alle Gleichungen zwischen gestrichenen,
ungestrichenen oder auch beiderlei Grofen bleiben richliy, wenn
man in thnen die gestrichenen Griflen durch die gleichnamigen
ungestrichenen und zugleich die ungesirichenen Griflen durch die
gleichnamigen gestrichenen ersetzt. Dabei ist ¢'=c und v'=—0v
zu setzen.

Dieser allgemeine Satz, der natiirlich auch fiir die obigen
Definitionsgleichungen der gestrichenen Koordinaten gilt, liefert
fir jede gefundene Beziehung eine reziproke Beziehung, welche
oft zur Verifikation niitzlich ist.

$ 4.

Unsere nichste Aufgabe soll es nun sein, die Beziehung
zwischen einer jeden der bisher benutzten GroBen und der
gleichnamigen gestrichenen GrioBe aufzustellen. Dies kann,
wie sich zeigen wird, in vollkommen eindeutiger Weise ge-
schehen, so daB wir schlieflich z. B. aus der Energie eines
fiir ein Bezugsystem ruhenden Korpers die Energie desselben
Korpers in dem anderen Bezugsystem, fiir welches er eine
gewisse endliche Geschwindigkeit besitzt, berechnen konnen.

Zunschst ergibt sich fiir die gestrichenen Geschwindig-
keitskomponenten (i’ = dz’/d¢ usw.) auf rein mathematischem
Wege:

. et (2 — ) . eVer =2ty or eV = vts
(18) 2'= t—pi y=—az = o

ct—rva
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Dynamik bewegter Systeme. 13

FernerY):
(R VOET GRS GETR 4. L SR A
d—g* T t-vi  Ya_px VO dt’

Wir wollen jetzt nachweisen, daB die Entropie des von
uns betrachteten Korpers in bezug auf das gestrichene System
den némlichen Wert besitzt wie in bezug auf das ungestrichene
System. Man kdnnte diesen Beweis ganz allgemein auf den
engen Zusammenhang der Entropie mit der Wahrscheinlich-
keit griinden, deren GriBe unmdglich von der Wahl des Be-
zugsystems abhiingen kann; indessen ziehen wir hier einen
direkteren, von der Einfihrung des Wahrscheinlichkeitsbegriffes
ganz unabhiingigen Weg vor.

Wir denken uns den Korper aus einem Zustand, in
welchem er fiir das ungestrichene Bezugsystem ruht, durch
irgend einen reversibeln adiabatischen ProzeB in einen zweiten
Zustand gebracht, in welchem er fir das gestrichene Bezug-
system ruht. Bezeichnet man die Entropie des Korpers fiir
das ungestrichene System im Anfangszustand mit §;, im End-
zustand mit §,, so ist wegen der Reversibilitit und Adiabasie
8, = §,. Aber auch fir das gestrichene Bezugsystem ist der
Vorgang reversibel und adiabatisch, also haben wir ebenso:

8 =8

Wire nun 8" nicht gleich §,, sondern etwa §,'>§,, so
wiirde das heiBen: Die Entropie des Koérpers ist fiir dasjenige
Bezugsystem, fiir welches er in Bewegung begriffen ist, grofer
als fiir dasjenige Bezugsystem, fiir welches er sich in Ruhe
befindet. Dann miiBte nach diesem Satze auch §, > 6, sein;
denn im zweiten Zustand ruht der Korper fiir das gestrichene
Bezugsystem, wihrend er fir das ungestrichene Bezugsystem
in Bewegung begriffen ist. . Diese beiden Ungleichungen wider-
sprechen aber den oben aufgestellten beiden Gleichungen.
Ebensowenig kann 8,"< 8, sein; folglich ist §,"=§,, und all-
gemein:

(15) 8 =8,

1) Alle diese Relationen gelten iibrigens anch fiir ein ungleichférmig
bewegtes Medium, in welchem die Geschwindigkeit nach GréBe und
Richtung stetig von Punkt zu Punkt variiert. In diesem Falle ist unter V'
ein unendlich kleines Volumenelement zu verstehen.
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14 M. Planck.

d. h. die Entropie des Kérpers hingt nicht von der Wahl des
Bezugsystems ab.
§ 5.

Hieraus ergibt sich die wichtige Folgerung: Wenn ein
Kérper, der im Anfangszustand fiir das ungestrichene System
rubt, auf irgend eine Weise reversibel und adiabatisch aunf
die Geschwindigkeit #=v, =0, 2=0 gebracht wird, und
zwar 80, daB das Endvolumen 7, mit dem Anfangsvolumen 7,
in der Beziehung steht:

(16) ’7;=V1']/1—£,
(.2

go ist der Endzustand 2 fiir das gestrichene System in allen
Sticken identisch mit dem Anfangszustand 1 fiir das un-
gestrichene System. '

Die Richtigkeit dieses Satzes ergibt sich aus der Uber-
legung, daB der Zustand des Kérpers durch fitnf unabhiingige
Variabeln bestimmt ist, als welche wir auBer den drei Ge-
schwindigkeitskomponenten das Volumen und die Entropie
wahlen konnen. Nun sind nach den Voraussetzungen im End-
zustand fiir das gestrichene System die drei Geschwindigkeits-
komponenten des Kérpers z,’, ,” und z,’= 0, ferner nach (15)
die Entropie 8§, =8, =, endlich das Volumen nach (14):

, o vy
v, =7 B =V, =V,

2 e
eVer — 2 2 Ve =

also besitzen alle fiinf Zustandsvariabeln im Endzustand 2 fir
das gestrichene System die nimlichen Werte wie im Anfangs-
zustand 1 fir das ungestrichene System, wodurch der obige
Satz bewiesen ist.

§ 6,

Nun denken wir uns eine beliebige Anzahl verschieden-
artiger voneinander getrennter Kdrper, die anfiénglich fiir das
ungestrichene System ruhen und alle eine gleiche Temperatur 7}
besitzen und einem gleichen Druck p, unterworfen sind. Jeder
dieser Korper fiir sich werde irgendwie reversibel und adia-
batisch auf die Geschwindigkeit » gebracht und sein End-
volumen nach der Beziehung (16) reguliert. Dann besitzen
schlieBlich alle Korper wiederum eine gemeinsame Tempe-
ratur 7, und einen gemeinsamen Druck p,. Denn fiir das
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Dynamik bewegter Systeme. 15

gestrichene System befindet sich jeder Kérper schlieBlich in
dem namlichen Zustand wie anfanglich fiir das ungestrichene
System, also sind fiir das gestrichene System die Endtempe-
raturen und die Enddrucke alle einander gleich. Dasselbe
gilt aber auch fiir das ungestrichene System; denn zwei Korper,
welche fiir ein Bezugsystem die nimliche Temperatur und den
namlichen Druck aufweisen, d. h. sich miteinander im ther-
mischen und mechanischen Gleichgewicht befinden, besitzen
dieselbe Eigenschaft auch fiir jedes andere Bezugsystem.

Wir konnen also folgenden Satz aussprechen: Verschieden-
artige Korper von gemeinsamer Temperatur und gemeinsamem
Druck, welche einzeln fiir sich reversibel und adiabatisch auf
irgend einem Wege von der (eschwindigkeit 0 auf die Ge-
schwindigkeit » gebracht werden, so daB fir jeden Korper
das Volumen sich im Verhaltnis }1 — (v?/c%:1 verkleinert,
nehmen wiederum gemeinsame Temperatur und gemeinsamen
Druck an, Kenpnt man daher fiir einen einzigen Korper die
durch einen solchen Proze8 hervorgebrachte Anderung der
Temperatur und des Druckes, so kennt man die Anderung
fiir jeden beliebigen Kdrper in der Natur.

Nun ist speziell fiir eine schwarze Hohlraumstrahlung
nach (2) fir ¢, =0, ¢, = v '

N 4a TV, dact Ty T,
S= g S=gEy
folglich, da nach der Voraussetzung

§=5 wd 7,=7.)/1-

1,=1.1/1-%

?)E
7 )
0‘

und nach (4):

P, =D
d. h. der gemeinsame Enddruck ist gleich dem gemeinsamen
Anfangsdruck., Die beiden letzten Beziehungen gelten also
allgemein fiir jeden beliebigen Ko6rper, der dem genannten
ProzeB unterworfen wird.

Daraus folgt auch, daB man die Volumenbedingung (16)
des § 5 ersetzen kann durch die einfachere Bedingung, daB
der Enddruck p, gleich ist dem Anfangsdruck p,. Dann kann
man sagen: Bei einer reversibeln adiabatischen isobaren (d. h.
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16 M. Planck.

p = const.) Beschleunigung eines beliebigen Korpers von der
Geschwindigkeit 0 auf beliebigem Wege bis zur Geschwindig-
keit v verkleinert sich sowohl das Volumen als auch die Tem-
peratur des Korpers im Verbiltnis J1 — (v?/c%):1. In diesem
Satze ist natiirlich die Richtung der Geschwindigkeit » un-
wesentlich. Daher gilt derselbe Satz auch, wenn man statt
der in der z-Achse gerichteten Geschwindigkeit » die beliebig
gerichtete Geschwindigkeit ¢ einsetazt.

§ 1.

Der letzte Satz ermdglicht es nun, die Beziechung zwischen
den Werten, welche die Temperatur und der Druck eines
beliebig bewegten Kiorpers fiir die beiden von uns benutzten
Bezugsysteme besitzt, ganz allgemein anzugeben. Wir denken
uns einen mit einer beliebig gerichteten Geschwindigkeit be-
wegten Korper gegeben. Die GréBe der Geschwindigkeit be-
trage fiir das ungestrichene System ¢, fiir das gestrichene
System ¢'. Wenn der Korper fiir das ungestrichene Bezug-
gystem aus dem gegebenen Zustand reversibel, adiabatisch
und - isobar zur Ruhe gebracht wird, so ist sein Volumen

von 7 auf
v

q*
Vi-&

seine Temperatur von 7 auf

1

T

q?
l/“?

gewachsen. Wenn der Koérper aber fiir das gestrichene Be-

zugsystem aus dem gegebenen Zustand reversibel, adiabatisch

und isobar zur Ruhe gebracht wird, so ist sein Volumen von 7’ auf
'VI

q?
Yi-4

seine Temperatur von 7" auf

gewachsen. Nun ist aber der so erhaltene Ruhezustand des
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Dynamilk bewegter Systeme. 17

Korpers im ungestrichenen System in allen Stiicken identisch
mit dem vorhin erhaltenen Ruhezustand im gestrichenen System,
Denn die Bedingungen, unter denen der Satz des § 5 gilt,
sind hier alle erfiillt, wenn man sich den Korper aus dem
Ruhezustand fiir das ungestrichene System reversibel, adia-
batisch und isobar durch den urspriinglich gegebenen Zustand
hindurch in den Ruhezustand fiir das gestrichene System ge-
bracht denkt. Folglich ist: '

T /i

p= p’, — = = - = o = T und s = e — = )y
@ _a _ Tk
]/1—62 ‘/1 L 1/1 a V-5
oder:
. VT ?—q" , ,
(1‘) 7="T‘=I/T_—q;‘7 p=p, §=38

als allgemein giiltige Beziehung zwischen den gestrichenen wund
den ungestrichenen Variabeln.
§ 8.

Jetzt handelt es sich vor allem um den Vergleich der

Werte des kinetischen Potentials in den beiden Bezugsystemen.
Zu diesem Zwecke schreiben wir zunichst die Differential-
gleichungen (7) nach dem Relativitiitsprinzip fiir das gestrichene
System:
0 H , o H
(18) v =P ST
Diese beiden Gleichungen liefern mit Riicksicht auf die Glei-
chungen (7) und die Beziehungen (17):

8 n/e—¢\_8H 3 , TT;F)_aH
(19) W(” ‘/——c’—q’*)—W' a—f(ﬂl/——cz_qw =37

Ehe wir die Integration vornehmen, leiten wir noch dic
entsprechenden Gleichungen fir die Geschwindigkeitskompo-
nenten 7 und Z ab. Dazu miissen wir auBer den Differential-
gleichungen (6) in bezug auf das gestrichene System:

d 0H _ o d 8H .. )
@) g =% ey =% Grew — O

= 8.

die Beziehungen zwischen den gestrichenen und den unge-

strichenen Komponenten der bewegenden Kraft § benutzen.

Um diese zu finden, betrachten wir zunichst einen speziellen

Fall, niamlich einen unendlich kleinen, mit der Elektrizitits-
Annalen der Physik. 1V. Folge. 26. 2
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18 M. Planck.

menge ¢ geladenen, diathermanen festen Kdrper, der sich in
irgend einem evakuierten elektromagnetischen Felde befindet.
Dann ist fir das ungestrichene System:

8§, =¢C, + —29)
5, = G, + (9, — £8),

. =eC, + (@9, — 79,

wobei € die elektrische, § die magnetische Feldintensitit be-
zeichnet. Die nimlichen Gleichungen gelten nach dem Relativi-
tatsprinzip, wenn man simtliche GroBen, auBer e und ¢, mit
Strichen versieht. Daraus ergeben sich mit Riicksicht auf die
Relationen (13), sowie auf die Beziehungen?):

€ = C,, Oz = D:»
O = vatw (G- t0) S=iaEs(erte)
Gt (6 08,) Smsto(o- e

die folgenden Gleichungen zwischen den gestrichenen und den
ungestrichenen Kraftkomponenten:

@1) T = F— 5ol §,— 523,

— vz et—ov2

5 & e Vel = o* o _c_]/c R
(22) Oy -z %y’ B = e~ v %"

Die beiden letzten Beziehungen (22) nehmen wir als all-
gemein giiltig an; sie liefern mit (6) und (20) kombiniert:

4 aH ch’—v’_d_aH
dt 8y =~ c*—vd dt 8y

Nun ist nach (18) und (14):

) aH _OH 8y _ GH cYA-o 8 ( p
@) 37 =57 75 =35 oaei =35 \H c,_,_q,ﬂ).

und:
' =i

U yaTa

1) A. Einstein, Aun. d. Phys. 17. p. 909. 1905.
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Dynamik bewegter Systeme. 19

8 v/ —q\ _ ,0H
t35 (W YEi) =45
und integriert:

9 (gy/e=9) _ 8H
( a1V o) = 5y
(24) i ebenso:
i} , - q oH
l aByezh) =5

Die Integrationskonstante, eine absolute Konstante, verschwindet,
weil fur ¢'=¢ I’ in H iibergeht.

Daraus folgt:

§9.
Nun liefern die vier Gleichungen (19) und (24) integriert:

11 Fq,{ = H + Const.

Die Konstante hingt nicht ab von 7, I, y, #; wohl aber kann
sie noch von #, oder, nach (14), von c®2—¢®/c?—¢’? abhingen.
Wir schreiben daher:

g ()

und bestimmen den allgemeinsten Ausdruck der Funktion f.

Zunichst haben wir:

H H 1 ¢t ~ ¢t

@) i~ Vasy = vesw o)

Da die Funktion H nur von ¢, 7 und 7 abhingt, und
da 7 und 7' mit 7 und 7 nur durch die Beziehungen (17
verbunden sind, so ist die rechte Gleichungsseite, ebenso wie
die linke, von der Form:})

1 ¢t — g ,
c? — gt .f(c“" qr) =¢-¢

1) Man sieht dies am leichtesten ein, wenn man einen beliebigen
Wert ¢ nimmt und die drei Ausdriicke

s _ e __H” H'
Vo' Ye-g  Va-gr Ve-q
und
__H ____H'
Va—g¢ Vi-q=
addiert.

2‘
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20 M. Planck,

wobei @ allein von ¢ abbingt. Daraus folgt notwendig:
1 ¢ — q’_) _ c C
‘Vj‘:@’f (cs__.}ff T Yea-gi Vé—g
wenn C eine absolute Konstante bedeutet.

Dies in (25) substituiert ergibt als gesuchte Beziehung
zwischen H' wnd H:

Da nun die Funktion H— C genau den niamlichen Differen-
tialgleichungen (6) und (7) geniigt wie die Funktion H, so
konnen wir uns ohne weiteres in alle vorhergebhenden Glei-
chungen statt A die Funktion C— H gesetzt denken, und wollen
fortan den letzteren Ausdruck einfach mit 77 bezeichnen. Dann
ergibt sich:

(26)

S S : S
Ve -or Ve ¢
Mit anderen Worten: Wenn die Konstante C= 0 gesetzt wird,
5o bedeutet das keinerlei physikalische Einschrinkung, sondern
nur eine zweckmiBige Ergiinzung der Definition des kinetischen
Potentials, welche durch die Differentialgleichungen (6) und (7),
wie schon dort hervorgehoben wurde, noch nicht vollkommen
cindeutig festgelegt wird.

§ 10.

Nachdem nun die aligemeine Beziehung zwischen /7° und H
gefunden ist, ergibt sich direkt aus den Differentinlgleichungen
des Prinzips der kleinsten Wirkung der Zusammenhang der
Werte, welche irgend eine physikalische GroBe fir die beiden
von uns benutzten Bezugsysteme besitzt. Betrachten wir
zunichst die Bewegungsgrifle, deren Komponenten im ge-
strichenen System sind:

, o0H’ , o H'
@) Gr=gp Or=qu  Oh=5r

Wihrend sich der Zusammenhang der y- und z-Kom-
ponenten der BewegungsgroBe direkt aus der Vergleichung mit
(8) und (13) als
(28) Gy = G, O =0.
ergibt, ist der zwischen den z-Komponenten @, und @, wesent-
lich verwickelterer Natur.

. 8H
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Dynamik bewegter Systeme. 21

Zunichst erhalten wir hierfir nach (27) in leicht verstind-
licher Bezeichnung:

dH" 8% aH'aJ+aH 6x+6H’aV+6H'_6_T_
8% 94 " 8y 04 3% o0& " 0V ax ' 4T 84’

Dabei ist nach (26), (14) und (13):
dH’ ] (H l/c’ - q”') _ec Ve =o' dH | velc =

dz 0% et - qt c¢t-vz 8z (e — vi)t

2 cVet — o —v’aH GH'___z eVt —v* OH

et

Gy vz 09 8i e —wvd 0%

oH’ c]/c -2 9H 0H' eV —0v*8H
VT <oz 8V’ BT e —vas 87’

O =

’

_Qig (e~ 8y __ vy {et—vi) axbn_w»(c—-vd;)
608 -0’ 0%  c(et-oh) 9% Sei-o)’
oV v(c*—vd) 9T v —vd)
T Fe—m ) A —oY)
Dies ergibt durch Substitution mit Riicksicht auf (8) und (7):
B = — = —28) O, +v H—0j ® =2 ®,—vp V—v I'S),

cVer—o*
oder mit Einfiihrung der Energie ¥ aus (10:

. e _ v(E+p V) )
(29) O = Vot = v (‘5‘“ e )

Wenn man statt der Energie £ die Gibbssche ,,Wirme.
funktion bei konstantem Druck‘ R einfiihrt:

(30) R=4k+p7

deren Anderung bei isobaren Prozessen die zugefihrte Wirme
angibt, so lautet die letzte Beziehung einfacher:

’ [ v
(31) @z’ = W;‘;‘; (@z—-c—‘lf)
§11.
Differentiiert man die Gleichung (29) nach der Zeit ¢:
ay, d@d at e d®, » dp
dt — d¢ "dt Vc?"—?{"“. ( + +V )}

so folgt daraus mit Beriicksichtigung von (27), (20), (14) und (11)
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22 M. Planck.

die Beziehung zwischen den z-Komponenten der Kraft §,
nimlich:

82)  Bo=Be— (7 + B2+ Vp o+ TS).

— g

Vergleicht man diese Bezxehung mit der oben gefundenen (21),
so ergibt sich, daB jene keine allgemeine Bedeutung besitzt,
sondern nur dann immer gilt, wenn p=0 und §=0, d.h.
wenn der ProzeB isobar und adiabatisch verliuft. In der Tat
ist diese Eigenschaft charakteristisch fiir den damals betrach-
teten Vorgang: der Bewegung eines elektrisch geladenen, dia.
thermanen festen Korpers in einem evakuierten elektromagne-
tischen Kelde.

Endlich mdgen hier noch Platz finden die allgemeinen
Beziehungen zwischen den Werten, welche die Energie des
Korpers sowie die geleistete duBere Arbeit und die zugefiibrte
Wirme filr beide Bezugsysteme besitzt.

Fir die Energie E' haben wir nach (10):

E=30,+50,+26,4+T1T'8—H,
folglich durch Substitution der bereits abgeleiteten Beziehungen:

(83) F=_-t o lE—ve, — 20 7).

vw

Far die in (30) definierte Wirmefunktion R gilt im ge-
strichenen Bezugsystem die einfache Beziehung:

(34) R = T (R —v®).

Die bei einer unendlich kleinen reversiblen Zustands-
inderung des Korpers von auBen geleistete Translationsarbeit
ist fiir das gestrichene Bezugsystem:

. da’ + §p dy + Fode = VT{% dz +3,dy +5,dz
(35)
- udt(?y e (Vp + To))}

Ferner die Kompressionsarbeit:

(36) _p'd7'=—°‘f°’“_"‘_pdr__3i:” 7 dz,

¢t — oz (e?—vx)

endlich die zugefihrte Wirme:
387) a8 = V=2 pyg,
g

4
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Dynamik bewegter Systeme. 28

§12.

Die im vorigen abgeleiteten Beziehungen zwischen den
gestrichenen und den ungestrichenen GriéBien lassen sich zum
Teil einfacher darstellen, wenn man diejenigen Ausdriicke auf-
sucht, welche fiir die Transformation von einem Bezugsystem
auf das andere invariant sind. Solche Invarianten sind

5555 8,06, L0 VT7 , usw,
ferner die Differentialausdriicke
Ye*—g*dt, Hdt, Vdt Tdt, §,dt, §,dt, Edt—G, dz,
Rdt— @, dx, usw.

Alle diese GroBen #ndern ibren Wert nicht, wenn man sie
durch die entsprechenden gestrichenen Griflen ersetat.

Daraus folgt auch, daB das fiir das Prinzip der kleinsten
Wirkung charakteristische, von einem bestimmten Anfangs-
zustand 1 bis zu einem bestimmten Endzustand 2 genommene
Zeitintegral:

2
W=IfHdt,

welches man als die dem betreffenden Vorgang entsprechende
., WirkungsgroBe« bezeichnen kann, fiir das gestrichene Bezug-
system den nimlichen Wert besitzt wie fiir das ungestrichene.
Nimmt man hinzu den Satz, daB fiir die WirkungsgroBe ein
ganz bestimmtes Elementarquantum?) existiert:

k = 6,65.107%" Erg sec,

so kann man auch sagen: Einer jeden Verdnderung in der
Natur entspricht eine bestimmte, von der Wahl des Bezug-
systems unabhingige Anzahl von Wirkungselementen. Es ver-
steht sich, daB durch diesen Satz die Bedeutung des Prinzipes
der kleinsten Wirkung nach einer neuen Seite hin erweitert
wird. Doch soll an dieser Stelle auf diese und verwandte
Fragen nicht nliher eingegangen werden.

1) M. Planck, Vorlesungen iiber Wﬂrmestrahlung (Leipzig, J. A.
Barth) p. 162. 1906.
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24 M. Plunck.

Dritter Abschnitt.

Anwendungen.,
§ 13.

Die wichtigste Folgerung aus den allgemeinen, im vorigen
Abschnitt aufgestellten Beziehungen betrifft die Abhingigkeit
des physikalischen Zustandes eines Korpers von seiner Ge-
schwindigkeit. Es liBt sich n#mlich ganz allgemein zeigen,
daB das kinetische Potential 7/ und somit auch alle Zustands-
grofen sich unmittelbar als Funhtionen der Geschwindigheit, des
Volumens und der Temperatur angeben lassen, sobald sie fur die
Geschwindigheit Null als Funktionen des Volumens und der Tem-
peratur bekannt sind.

Wir wollen zu diesem Zwecke mit H,, p,, S, E, . . .
diejenigen Funktionen der beiden Variabeln 7 und 7' be-
zeichnen, in welche die Funktionen /7, p, §, E,... der drei
Variabeln ¢, 7, T fibergehen, wenn man in ihnen ¢ = 0 setzt.
Ferner wollen wir mit 4, p,/, 8, E, ... diejenigen Funk.
tionen der drei Variabeln ¢, 7, T bezeichnen, in welche die
Funktionen H,, p,, 8, E,, . . . der beiden Variabeln 7 und T
ibergehen, wenn man in ihnen statt 7

(4 —_— 70 R
V= Vet - ¢t
und statt 7'

TI_ __c B

, T
einsetzt.

Nun gehen wir von der Beziehung (26) aus und setzen
darin ¢'= 0. Dann folgt mit Riicksicht auf (17)in der soeben
eingefiihrten Bezeichnung:

(38) H=Y""2p
4

und hierdurch ist / als Funktion der drei Variabeln ¢, /
und 7 dargestellt, falls , als Funktion der beiden Variabeln 7
und 7 bekannt ist. Durch 7 sind dann nach (6) und (7) alle
anderen physikalischen ZustandsgroBen bestimmt. So erhilt
man zunichst fir den Druck:

(89) P=p,-
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Dynamik bewegter Systeme. 25

Ist also der Druck des ruhenden Korpers durch die ge-
wohnliche Zustandsgleichung als Funktion von Volumen und
Temperatur bekannt, so folgt daraus unmittelbar die Zustands-
gleichung des bewegten Korpers. Kbenso ist die Eatropie:
(40) NER AN

Ferner sind die Komponenten der BewegungsgrifBe:

®z= (t—q—, y=G—q—, @zﬁg'—;s

wobei G, die resultierende BewegungsgriBe, nach (38):

_8H ___ 1 o’
Y cVer - gt 0
V—— cqV 8H )’ _eqT
¢ {(T)o (" — g0 + ( T/ (- q* ’le}’
(41) G-=——— Vp o+ i 18 ~ -c_h_;.jfo',
Ferner ist dxe Energie nach (10} _
T8 — S H.
(42) o vz o
Bedenkt man, daB E, = TSO — H, und
’ c T 14 ’
B = g 8’ — H,
so kann man auch schreiben:
q
(43) E = W B+ s T
Endlich ist die Warmefunktlon R nach (80):
’ e ’
@) R= g Vpit g I8 — i Hy
oder, da: , r
4 c ’ c ’ "l
RO = Vg,’:‘g— po + T q, SO - HO b4

(45) R= "R/

¢t —q

Mit Einfihrung der Warmefunktion B schreibt sich die Be-

wegungsgroBe G nach (41) einfacher:

(46) 6=%R=—2__R'
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26 M. Planck.

§ 14.

Die besonderen Bezichungen, welche in den vorstehenden
Gleichungen enthalten sind, lassen sich alle zusammenfassen
in eine einzige Differentialgleichung, welche fiir die Funktion A
der drei Variabeln ¢, 7, T ganz allgemein gilt. Setzt man
namlich in die Gleichung (46) fir ¢ den Ausdruck 6 4/dg,
und fir 2 den Wert £+ p 7, so ergibt sich mit Riicksicht
auf (10) die Gleichung:

—q* 8 H

7 aq-—H=O.

( o H 8 H
(47) TS5+ V5% —

Diese Differentialgleichung stellt den allgemeinen Ausdruck fur
die Amoendung des Relativititsprinzips auf das kinetische Potential
dar. TIhr allgemeines Integral ist durch (38) ausgedriickt, wo-
von man sich aunch leicht direkt iiberzeugen kann. Danach
ist das kinetische Potential 7 eine homogene Funktion ersten
Grades der drei Variabeln 7, 7 und Ve — g2

§ 15.

Machen wir nun zundchst eine spezielle Anwendung auf
die schwarze Hohlraumstrahlung. Alle Bewegungsgesetze einer
Hohlraumstrahlung ergeben sich hiernach direkt aus den be-
kannten einfachen thermodynamischen Formeln fiir eine ruhende
Hohlraumstrahlung. Fiir eine solche ist nimlich nach dem
Stefan-Boltzmannschen Gesetz:

E,=aT'V.

Ferner ist der Maxwellsche Strahlungsdruck:
Po=yalt,
und die Entropie ruhender Strablung:

So__.IM:,g.aTSV.

Aus diesen fiir ¢ =0 giiltigen Werten folgen definitionsgem#B
(§ 13) die Ausdriicke: v

E’—l‘ffg“V , act Tt

VT @ P T s

dactT?V

5= g g
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Dynamik bewegter Systeme. 27

und mit deren Hilfe nach (39), (40), (43) und (46) die fiir eine
beliebige Geschwindigkeit ¢ giiltigen Werte:

_ _acT _4actT?V
P =g =gy GRS

act(Bet +¢° ? 4 4
E=t200R 0 My, 6= L EBtpP) = g s T

in Ubereinstimmung mit den Gleichungen des § 1.

§ 16.

Durch die BewegungsgroBe G eines Korpers ist auch
dessen tridge Masse bestimmt. Diese GroBe, welche in der
reinen Mechanik eine so fundamentale Rolle spielt, sinkt in
der allgemeinen Dynamik zu einem sekundiren Begriff herab.
Denn sobald die BewegungsgroBe nicht mehr proportional der
Geschwindigkeit ist, ist die Masse eines Korpers nicht mehr
konstant; auBerdem gelangt man zu einer ganz verschiedenen

Abhiingigkeit der Masse von der Geschwindigkeit, je nachdem-

man die BewegungsgroBe G durch die Geschwindigkeit ¢ dividiert
oder nach der Geschwindigkeit ¢ differenziert, wobei dann noch
besonders anzugeben ist, in welcher Weise die Differentiation
erfolgt: ob isotherm, ob adiabatisch usw. Wiederum ein anderer
Wert fiir die Masse ergibt sich im allgemeinen, wenn man
von der Energie £ ausgeht und diese nach ¢?/2 differenziert.
Wie man diese verschiedenen Ausdriicke benennt, ist naturhch
Definitionssache.

Wir wollen hier unter ,,Masse* M eines Korpers diejenige
von der Geschwindigkeit des Korpers unabhiéngige Gréfe ver-
stehen, welche man erhilt, wenn man die BewegungsgroBe G
durch die Geschwindigkeit ¢ dividiert und in diesem Quotienten

= 0 setzt, also in unserer Bezeichnungsweise nach (46):

) M (9) = B BtpTe
170
Diese GroBe bhangt im allgemeinen noch von der Tem-
peratur 7' und dem Volumen 7 des Korpers ab.
Setzt man in dem Ausdruck G/g die Geschwindigkeit ¢

nicht gleich Null, so nennen wir den Quotienten, wie fiblich?),

1) M. Abraham, Theorie der Elektrizitit, IL. p. 186.

62 c?

MPUOD PU. SIS | 841 39S *[9202/20/82] U0 AR.q173UIIUO AB]1M SORA UINOS MBN JO A1SBAIIN AQ 2090TEES06T dPUE/Z00T OT/I0P/W00"AB| 1 ARG 1fBU1UO//SANY WOIS Papeojumoq ‘9 ‘806T ‘688ETZST

5UB01] SUOLLILIOD SAIIES1) 3GE01IdE 3L} AQ POUBACE .12 SIILE VO ‘96N JOSINI 10} AIGIT BUIIUO ABI1A UO



28 M. Planck.

die ,transversale’* Masse des Korpers, wihrend dagegen der
Differentialquotient d @/d ¢ die ,longitudinale* Masse vorsteilt.
Bei der longitudinalen Masse hat man jedoch die ,isotherm-
isochore” Masse zu unterscheiden von der ,adiabatisch-isobaren
Masse usw.; denn der Differentialquotient hat nur dann einen
bestimmten Wert, wenn der Weg der Differentiation angegeben
wird. Fir die spezielle Geschwindigkeit ¢ = O gehen trans-
versale und longitudinale Masse aller Arten ineinander, d. h.
in (48) iiber.

Die Masse einer ruhenden Hohlraumstrahlung ist daher
nach (5):

4aT'V

et '

die transversale Masse einer bewegten Hohlraumstrahlung:
E _ 4actT*V
g 8@—¢»’

die longitudinale isotherm-isochore Masse derselben?):

Ne; 4act(®+5q% oy
ErIia Ty

die longitudinale adiabatisch-isochore Masse?):
4G 4act(3c®—¢%) gy
(6q)sv BEIGEYST nr,
die longitudinale adiabatisch-isobare Masse dagegen:
( X ) _4acfT'V
9q )s,p 8 —g)

§ 17.

Auffallend ist an der Beziehung (48) vor allem der enge
Zusammenhang der Masse eines Korpers mit der Wirme-
funktion £, Da die Masse M leicht in Gramm zu messen
ist, so laBt sich danach die GroBe von R, unmittelbar im
absoluten C.G.S.-System angeben. Doch kann dieser Wert
nicht direkt auf thermodynamischem Wege gepriift werden;
denn die reine Thermodynamik 148t in dem Ausdruck der
Wirmefunktion, wie auch in dem der Energie, eine additive

1) Vgl. K. von Mosengeil, 1. ¢. § 9. Dort ist die Masse nicht,
wie hier, durch die Bewegungsgréfle, sondern durch die Energie definiert.
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Dynamik bewegter Systeme. 29

Konstante unbestimmt. In dieser Hinsicht kommt also die
Beziehung (48) im wesentlichen auf eine Erginzung der thermo-
dynamischen Definition der Energie hinaus.

Dagegen erdffnet sich eine Aussicht zur experimentellen
Prifung der Theorie durch die Beriicksichtigung der Ver-
dnderlichkeit der Warmefunktion R, mit der Temperatur und
dem Volumen sowie der chemischen Beschaffenheit. Denn
nach der Gleichung (48) wird durch jede Wirmeaufnahme
bzw. -abgabe die triige Masse eines Korpers veriindert, und
zwar ist die Zunahme der Masse immer gleich der Wirme-
menge, welche bei einer isobaren Verinderung des Korpers
von auBen aufgenommen wird, dividiert durch das Quadrat
der Lichtgeschwindigkeit im Vakuum.!) Dabei ist besonders
bemerkenswert, daB dieser Satz nicht nur fiir reversible Prozesse,
sondern ganz allgemein auch fir jede irreversible Zustands-
anderung gilt; denn die Beziehung zwischen der Wirme.
funktion 2 und der von auBen zugeleiteten Wirme griindet
sich direkt auf den ersten Hauptsatz der Wérmetheorie. In-
folge der GroBenordnung von c? ist freilich die durch einfache
Erwéirmung oder Abkithlung eines Korpers bedingte Massen-
inderung desselben so minimal, daB sie sich der direkten
Messung wohl fiir immer entziehen wird. Ein stirkerer Ein-
flu wire schon von der Heranziehung chemischer Wirme-
tonungen zu erwarten, cobwohl auch hier der Effekt kaum
meBbar sein diirfte.

Berechnen wir z. B. die Abnahme der Masse von 1!/, Mol
Knallgas (H, + %/,0, = 18 g), welches bei Atmosphirendruck
und Zimmertemperatur zu 1 Mol fliissigem Wasser kondensiert
wird. Hierfir ist die Warmeentwickelung im C.G.S.-MaB-
system:

r = 68400.419.10% = 2,87.1012,

1) Wesentlick dieselbe Folgerung hat schon A. Einstein (Aun. d.
Phys. 18. p. 639. 1905) aus der Anwendung des Relativititsprinzips auf
einen speziellen Strahlungsvorgang gezogen, allerdings unter der nur in
erster Anniherung zuldssigen Voraussetzung, daf die gesamte Energie
eines bewegten Korpers sich additiv zusammensetzt aus seiner kinetischen
Energie und aus seiner Energie fiir ein in ihm ruhendes Bezugsystem.
Dort findet sich auch ein Hinweis auf eine mogliche Priifung der Theorie
durch Beobachtungen an Radiumsalzen.
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30 M. Planck.
folglich die Abnabme der Masse:

c—’; g =3,2.107% mg,
eine immer noch verschwindend kleine GrdBe.

§ 18.

Nach der hier entwickelten Theorie bat man sich also im
Innern eines jeden Korpers einen Energievorrat vorzustellen,
dessen Betrag so kolossal ist, daB die von uns fiir gewbhnlich
beobachteten Erwarmungs- und Abkiihlungsvorgiinge, ja sogar
ziemlich tief eingreifende, mit betriichtlichen Wirmetonungen
verbundene chemische Umwandlungen, ihn nur um einen un-
merklichen Bruchteil verindern. Das gilt bis herab zu den
tiefsten erreichbaren Temperaturen; denn sowohl die spezifische
Wirme eines Korpers wie auch die Reaktionswirmen chemischer
Prozesse behalten bis dicht an den absoluten Nullpunkt heran
ihre GroBenordnung bei. L#&bt man also die Temperatur eines
ruhenden Korpers (bei konstantem #uBeren Druck) unbegrenzt
abnehmen, so konvergiert seine innere Kpergie nicht etwa
gegen Null, was fibrigens auch schon deshalb ausgeschlossen
ist, weil die Reaktionswirme zweier chemisch aufeinander
wirkender Kdrper auch bei den tiefsten Temperaturen endlich
bleibt, sondern sie behilt im Gegenteil bis auf verhiltnismaBig
ganz unwesentliche Glieder den nimlichen Wert wie fiir be-
liebige endliche Temperaturen. Diesen Energievorrat, der dem
Korper bei Null Grad absolut verbleibt, und demgegeniiber alle
in den gewdhnlichen physikalischen und chemischen Prozessen
vorkommenden Wirmetdnungen minimal sind, wollen wir
hier als die ,latente Energie“ des Koérpers bezeichnen. Die
latente Energie ist von der Temperatur und von den Be-
wegungen der chemischen Atome ganz unabhingig?), ihr Sitz
ist also innerhalb der chemischen Atome zu suchen; ihrer Art
nach konnte sie potentieller, aber ebensowohl auch kinetischer
Natur sein. Denn es hindert nichts, anzunehmen, und wire
sogar, namentlich vom elektrodynamischen Standpunkt aus
betrachtet, sehr wohl verstindlich, dall innerhalb der chemischen

1) Vgl. bierzu z B. die Betrachtungen von E. Bose, Physik. Zeitschr.
5. p. 356 u. 731. 1904.
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Dynamik bewegter Systeme. 31

Atome gewisse stationdre Bewegungsvorginge von der Art
stehender Schwingungen stattfinden, die mit keiner oder nur
mit unmerklicher Ausstrahlung verbunden sind. Die Energie
dieser Schwingungen, welche sehr bedeutend sein kann, wiirde
sich dann, solange die Atome unveriindert bleiben, auf keine
andere Weise verraten als durch die Trigheit, welche sie
einer translatorischen Beschleunigung des schwingenden Systems
entgegensetzt, und durch die offenbar damit in engem Zu-
sammenbang stehende Gravitationswirkung. Zur weiteren Aus-
bildung dieser Vorstellungen reichen freilich die aus der kine-
tischen Gastheorie hergebrachten Anschauungen, welche die
trige Masse als etwas primir Gegebenes und die chemischen
Atome als starre Korper oder als einfache materielle Punkte
voraussetzen, nicht mehr aus; namentlich miiBte auch das
Boltzmannsche Gesetz der gleichmaBigen Energieverteilung
im statistischen (Gleichgewicht hier seine Bedeutung verlieren.
Aber daB auf dem Gebiet der intraatomistischen Vorginge die
einfachen Hypothesen der kinetischen Gastheorie tiefgreifender
Erginzungen bediirfen, wird ja schon durch den Anblick des
Quecksilberspektrums nahegelegt und ist wohl allseitig anerkannt.

Wenn nach dem Gesagten die Existenz und die GroBe
der latenten Energie in der Regel nur indirekt aus theoretischen
Uberlegungen erschlossen werden kann, so gibt es doch eine
bestimmte Bedingung, unter der sie direkt thermodynamisch
in Wirksamkeit tritt: das ist der Eintritt einer Verdnderung
oder Zertrimmerung der chemischen Atome; denn in diesem
Falle muB nach dem Energieprinzip latente Energie frei werden.
So gering die Aussicht auf die Realisierupg eines derartigen
radikalen Vorganges mnoch vor einem Dezennium erscheinen
mochte, so ist sie doch jetzt durch die Entdeckung der radio-
aktiven Klemente und deren Umwandlungen in unmittelbare
Nihe geriickt, und in der Tat liefert die Beobachtung der
starken fortdauernden Wirmeentwickelung radioaktiver Stoffe
geradezu eine direkte Stiltze fiir die Annahme, daB die Quelle
jener Wirmeentwickelung eben nichts anderes ist als die latente
Energie der Atome. Mit einer groBlen latenten KEnergie ist
nach der Beziehung (48) auch eine groBe Masse verbunden.
Damit steht gut in Ubereinstimmung der Umstand, daB die

radioaktiven Elemente ein besonders hohes Atomgewicht be-
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32 M. Planck.

sitzen und auch, daB ihre Verbindungen zu den spezifisch
schwersten gehdren.

Nach J. Precht?l) entwickelt 1 g Atom Radium, wenn
es von einer hinreichend dicken Bleischicht umgeben ist, pro
Stunde 134,4.225 = 30240 gcal. Dies ergibt nach (48) fiir
die Stunde eine Verminderung der Masse um

8024940107 g = 1,41.10 % mg

oder in einem Jahre eine Verminderung der Masse um 0,012 mg.
Dieser Betrag ist allerdings, besonders mit Riicksicht auf das
hohe Atomgewicht des Radiums, immer noch so winzig, daB
er wohl zuniichst auBer dem Bereich der méglichen Er-
fahrung liegt.

Ubrigens kénnte es von vornherein zweifelbaft erscheinen,
ob fiir eine solche Messung die Wage das richtige Instrument
ist. Denn die Beziehung (48) gilt nicht fiir die ponderable,
sondern filr die trige Masse, und es ist schon in der Kin-
leitung hervorgehoben worden, daf diese beiden Grd8en keines-
wegs identisch sind, wenigstens dann nicht, wenn man einer
Hoblraumstrahlung im Vakuum, welche doch sicher Trigheit
besitzt, keine Gravitationswirkung zuschreibt. Indessen sind
nach allen unseren Erfahrungen Trigheit und Gravitation in
jeder Beziehung, fiir die verschiedenartigsten Stoffe, von den
leichtesten bis zu den schwersten, so eng miteinander ver-
bunden, daf man wohl ohne Bedenken den Ursprung dieser
beiden Wirkungen an der n#mlichen Stelle suchen darf, nim.
lich in der latenten Energie der chemischen Atome. Nimmt
man die Gravitation als direkt proportional der latenten
Energie an, so wire die von der Temperatur abhingige trige
Masse ein wenig, aber nur duBerst wenig griBer als die von
der Temperatur ganz unabhingige ponderable Masse. In jedem
Falle aber miifite sich eine merkliche Verminderung der latenten
Energie auch in einer merklichen Verminderung der ponderablen
Masse #auBern. Ob nun ein solcher EinfluB jemals direkt
nachweisbar sein wird, muB ja die Zukunft lehren. Hier
handelte es sich nur darum, die Konsequenzen zu entwickeln,
welche sich aus der Kombination des Relativitatsprinzips mit

1) J. Precht, Ann. d. Phys. 21. p. 599. 1906.
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Dynamik bewegler Systeme. 33

dem Prinzip der kleinsten Wirkung flir die Auffassung der
Trigheit ergeben.
Vierter Abschnitt,
Einfiihrung neuer unabhidngiger Variabeln.
§ 19.

Der im vorigen Abschnitt fiir das kinetische Potential H
gefundene Ausdruck (38) besitzt die ndmliche Form wie der
von mir in einer fritheren Untersuchung?!) fiir das kinetische

Potential eines einzelnen bewegten materiellen Punktes mit
der konstanten Masse M aufgestellte Ausdruck:

(49) —mey/1- L+ const.

Indessen ist die Ubereinstimmung keine vollstindige; denn
dazu whre erforderlich, daB M= — H/[c?, was nach der
Gleichung (48) keineswegs zutrifft. Der Grund dieses schein-
baren Widerspruches liegt darin, daB die als kinetisches
Potential bezeichnete GrioBe H hier etwas anderes bedeutet
als dort, wie man am einfachsten aus der Betrachtung der
Bewegungsgleichungen (6) erkennt. Diese Gleichungen finden
sich in meiner fritheren Abhandlung genau in der namlichen
Form wie hier, aber die Differentialquotienten 6 20z, 6 H|07,
OH[0z besitzen dort eine andere Bedeutung, weil die Diffe-
rentiation dort nicht isotherm-isochor, sondern adiabatisch-
isobar zu erfolgen hat. Denn der materielle Punkt bewegt
sich ohne Zufihrung #uflerer Wirme unter dem konstanten
auBeren Druck Null, also nach § 6 mit veréinderlichem Volumen
und veriinderlicher Temperatur. Um den genannten Unter-
schied deutlich zu machen, will ich hier die frithere GroBe 1
mit K bezeichnen, so daB die Gleichungen entstehen:

0K 0H
(50) (ﬁ)p,s = (7'9 QE_) yr! B8Wo
wobei nach (49): B
(51) K=— Jl’[czl/l - »Z + const.

Die vollstindige Ubereinstimmung dieser Beziehungen mit
den Formeln des vorigen Abschrittes zeigt sich am deutlichsten,

1) Verhandl. d. Deutsch. Physik. Gesellsch. 8. p. 140. 1906.
Annalen der Physik. 1V.Folge. 26. 3
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34 M. Planck. Dynamik bewegter Systeme.

wenn wir in den Gleichungen (6) und (7) des Prinzips der
kleinsten Wirkung ganz allgemein die unabhingigen Variabeln 7
und 7 durch p und § ersetzen. Dieselben lauten dann:

(52) - (%-f;)p,sa %, usw.,

o (-t (4E) -
wobei

(54) K=H-—pV—TS.

DaB diese Beziehungen in der Tat mit (6) und (7) ganz gleich-
bedeutend sind, erkennt man am einfachsten direkt, indem
man den Wert (54) von K in die Gleichungen (52) und (58)
substituiert und die Differentiation von H bei den unabhingigen
Variabeln p und § ersetzt durch die bei den unabhingigen
Variabeln 7 und 7.
Bedenkt man num, daB nach (10) und (30):
K=q.%;i_pV_E=gG—R,

so folgt durch Substitution in (46):
T .,
K= Vo= R, .

c

Um diese Beziehung mit der friiher von mir gewonnenen (51)
vergleichen zu konnen, miissen wir uns auf adiabatisch-isobare
Vorginge beschrianken; denn nur fiir solche ist (51) abgeleitet
worden. Fiir einen adiabatisch-isobaren Vorgang ist aber nach § 6

Vie ¥V
1= 2

P
~_T ——
/i
c‘l

konstant; also ist dann 2 unabhingig von ¢g. Wir schreiben
daher R, statt Z, und erhalten dann nach (48):

konstant, und ebenso
7=

K= Yoo0 g ey
in voller Ubereinstimmung mit (51).

(Eingegangen 6. Mirz 1908.)
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