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ANNALEN DER PI3cySIK 
VIEBTE FOLQE. BAND 26. 

1. Zur DvnamCk bewegter Sveteme; 
von B. PJanck. 

~- 

Aua den Siteungaber. d. k. preub. Akad. der Wiseenach. vom 13. Jnni 1907, 
mitgeteilt vom Varf. 

Einleitung. 

Seitdem die neueren Forschungen auf dem Gebiete der 
Warmestrahlung von experimenteller wie auch von theoretischer 
Seite her iibereinstimmend zu dem Ergebnis gefilhrt haben, 
daS ein von jeglicher ponderabler Materie entblfjEtes, ledig- 
lich aus elektromagnetischer Strahlung bestehendes System 
sowohl den Orundgesetzen der Mechanik wie auch den beiden 
Hauptsatzen der Thermodynamik in einer Vollstandigkeit ge- 
horcht, die bei keiner einzigen der bisher aus diesen Satzen 
gezogenen Folgerungen etwas zu wiinschen iibrig laBt, ist es 
notwendig geworden, eine Reihe von Vorstellungen und Gesetz- 
maEigkeiten, die bisher gewahnlich als feste und fast selbst- 
verstbdliche Voraussetzungen allen theoretischen Spekulationen 
auf diesen Gebieten zugrunde gelegt wurden, einer prinzipiellen 
Revision zu unterziehen; denn eine nahere Betrachtung zeigt, 
daB einige der einfachsten und wichtigsten unter ihnen in Zu- 
kunft nur mehr den Charakter von allerdings weitgehenden 
und praktisch sehr wichtigen Annahernngen , aber keineswegs 
mehr genaue QUltigkeit beanspruchen klinnen. Einige Bei- 
spiele werden dies naher begriinden. 

Man ist gewohnt , die gesamte Energie eines bewegten 
ponderablen K6rpers aufzufassen als additiv zusammengesetzt 
aus einem Glied, welches', unabhgngig von dem inneren Zu- 
stand des Karpers, nur mit seiner Oeschwindigkeit variirt: 
der Energie der fortschreitenden Bewegung, und einem zweiten 
Glied, welches, unabhgngig von der Oeschwindigkeit, nur von 
dem inneren Zustand, namlich von der Dichte, der Tem- 
peratur und der chemischen Beschaffenheit abhangt : der inneren 
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2 Jf, Planck. 

Energie des Korpers. Diese Zerlegung ist von nun an,  prin- 
zipiell genommen, in keinem einzigen Falle mehr gestattet. 
Denn ein jeder ponderable KGrper enthalt in seinem Innern 
einen endlichen angebbaren Betrag von Energie in der Form 
strahlender Wilrme, und wenn dem Kijrper eine gewisse Qe- 
schwindigkeit erteilt wird, so wird diese Wilrmestrrthlung zu- 
gleich mit in Bewegung gesetzt. Fur bewegte Warmestrahlung 
aber ist, obwohl deren Energie merklich von der Goschwindig- 
keit der Bewegung abhangt, eiue Trennung der Energie in 
eine innere und eine fortschreitende Energie durchaus unmog- 
lich; folglich ist eine solche Trennung auch fUr die Gesamt- 
energie nicht durchfuhrbar. Mag nun auch in den meisten 
Fallen die innere Strahlungsenergie weitaus iiberwogen werden 
von den tibrigen Energiearten, so ist sie doch stets in nach- 
weisbarer Menge vorhanden und unter wohlrealisierbaren Um- 
standen sogar von derselben GrOBenordnung wie jene. Am 
merklichsten wird ihr Betrag f i r  gasfarmige Iiorper. Nehmen 
wir z. B. ein ruhendes ideales einatomiges Gas unter dem 
Druck p bei der Temperatur T, so ist die im Gase vorhandene 
Strahlungsenergie a PT4, wobei im absoluten C.G.S.-System 

( N  die Molzahl, R = 8,31. lo'.) Dagegen ist die innere Energie 
des Gases, soweit sie von der lebendigen Kraft der Moleliular- 
bewegungen herruhrt: Nc, 1'+ const., wo cot die Molwarme bei 
konstantem Volumen, in dem namlichen Mdsystem gleich 
3 .  4,19.107 = 1,257. lo8. Fiihrt man also dem Gase von au6en 
bei konstantem Volumen Warme zu, so verteilt sich diese 
Warme auf die beiden genannten Energiearten im Verhaltnis : 

4 n V T 8  4 a R T '  - - -  - - -- .  
N C" cfi P 

den Platins, also in absolutem MaBe 
Fur_ 0,001 mm Druck und die Temperatur des schmelzen- 

p = 1,33 und T =  1790 + 273 = 2063 

wird dies Verhaltnis, mit Benutzung der angegebenen Zahlen, 
gleich 0,25; d. h. bei den angenommenen Werten von Druck 
und Temperatur betragt die bei der Erwarmung eines ein- 
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Dynatnih bewegter Systeme. 3 

atomigen Gases zur Vermebrung der Strahlungsenergie dienende 
Wiirme bereits den vierten Teil der den Molekularbewegungen 
zugute kommenden Warme. 

Ein weiteres Beispiel betrifft die trage Masre eines Korpers. 
Der Begritf der Masse als eincs absolut unveranderlichen, weder 
durch physikalische iioch durch chemische Einwirkungen irgend- 
wie zu modifizierenden Quantums gehort seit Newton zu den 
Fundamenten der Mechanik. Wenn irgend einer GrOBe, so 
scheint dieser vor allen anderen das Attribut der Konstanz 
zuzukommen; sie ist es, welche bis in die neueste Zeit, auch 
noch in der Hertzschen Mechanik, als die Gtrundeigenschaft 
der Materie betrachtet und daher fast in jedeh physikalischen 
Weltsystem als erster Baustein verwendet wird. Und doch 
laSt sich jetzt ganz allgemein beweisen, daS die Masse eines 
jeden Korpers von der Temperatur abhPngig ist. Denn die 
trage Masse wird am direktesten definiert durch die kinetische 
Energie. Da es aber, wie vorhin gezeigt, unmoglich ist, die 
Energie der fortschreitenden Bewegung eines K6rpers voll- 
standig zu trennen von seinem inneren Zustand, so folgt so- 
gleich, daS eine Konstante mit den Eigenschaften der tragen 
Masse nicht existieren kann. Der Grand hiervon liegt wiederum 
in der Energie der inneren Wilrmestrahlung, welche an der 
Tragheit des Korpers sicher einen , wenn auch geringen , so 
doch angebbaren Anteil hat, und zwar mit einem von der 
Strahlungsdichte, d. h. von der Temperatur abhiingigen Qliede. 
Will man aber dio Masse, statt durch die kinetische Energie, 
durch die BewegungsgrOBe definieren , niimlich als den Quo- 
tienten der BewegungsgroSe durch die Geschwindigkeit , so 
kommt man zu keinem anderen Resultat. Denn nach den 
Untersuchungen von H. A. L o r e n t z ,  H. Po inca rb  und 
M. A b r a h a m  besitzt die innere Wiirmestrahlung eines be- 
wegten Korpers, ebenso wie tiberhaupt jede elektromagnetische 
Strahlung, eine bestimmte endliche BewegungsgroSe, welche in 
der gesamten BewegungsgroBe des Korpers mit enthalten ist. 
Dieselbe hangt aber, ebenso wie die Strahlungsenergie, von 
der Temperatur ab, und infolgedessen auch die durch sio 
definierte Masse. 

Der Ausweg, zwischen ,,wirklicherL' und ,,scheinbarer" 
Masse zu unterscheiden, und der ersteren allein die Eigen- 

1* 
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4 M. Planck. 

schaft der absoluten Konstanz beizulegen, stellt im Grunde 
nur eine veranderte Formulierung desselben Sachverhaltes dar. 
Denn wenn der ,,wirklichen" Masse nun auch die Konstanz 
gewahrt bleibt, so geht ihr daftlr auf der anderen Seite ihre 
bisherige Bedeutung fbr die kinetische Energie und fir die 
BewegungsgrbBe verloren. 

An diese Betrachtung schlie6t sich sogleich ein drittes 
Beispiel, namlich die Frage nach der Identitit von trugm und 
ponderabler Masse. Die Warmestrahlung in einem vollstindig 
evakuierten, von spiegelnden Wanden begrenzten Raume be- 
sitzt sicher trage Masse; aber besitzt sie auch ponderable 
Nasse? Wenn diese Frage zu verneinen ist, was wohl das 
Nachstliegende sein dtirfte, so ist damit offenbar die durch 
alle bisherige Erfahrungen bestatigte und allgemein an- 
genommene Identitat von trager und ponderabler Masse auf- 
gehoben. Man darf nicht einwenden, da0 die Trggheit der 
Hohlraumstrahlung unmerklich klein ist gegen die der be- 
grenzenden msteriellen Wande. Im  Gegenteil: durch ein ge- 
horig groBes Volumen des Hohlraumes la& sich die Tragheit 
der Strahlung sogar beliebig groB machen gegen die der Wande. 
Eine solche, durch dtinne starre spiegelnde Wknde von dem 
aueeren Raum vollstandig abgeschlossene, im iibrigen frei be- 
wegliche Hohlraumstrahlung liefert ein anschauliches Beispiel 
eines starren Korpers , dessen Bewegungsgesetze von denen 
der gewohnlichen Mechanik total abweichen. Denn wahrend 
er, auBerlich betrachtet, sich durch nichts von anderen starren 
Korpern nnterscheidet, auch eine gewisse trage Masse besitzt 
und dem Gesetz des Beharrungsvermbgens gehorcht, andert 
sich seine Masse merklich mit der Temperatur, auBerdem hilngt 
sie in bestimmter angebbarer Weise von der QroBe der Ge- 
schwindigkeit ab, sowie von der Richtung, welche die be- 
wegende &aft mit der Geschwindigkeit bildet. Dabei haben 
die Eigenschaften eines solchen Korpers gar nichts Hypo- 
thetisches an sich, sondern lassen sich quantitativ in allen 
Einzelheiten aus bekannten Gesetzen ableiten. . 

Angesichts der geschilderten Sachlage, durch welche einige 
der bisher gewohnlich als festeste Stiitze fiir theoretische Be- 
trachtungen aller Art benutzten Anschauungen und Satze ihres 
allgemeinen Charakters entkleidet werden, muB es ale eine 
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Bynamih bewegter Sysbme. 5 

Aufgabe von besonderer Wichtigkeit erscheinen , unter den 
Stitzen, welche bisher der allgemeinen Dynamik zugrunde ge - 
legt wurden, diejenigen herauszugreifen und besonders in den 
Vordergrund zu stellen, welche sich auch den Ergebnissen der 
neuesten Forschungen' gegeniiber als absolut genan bewiihrt 
haben; denn sie allein werden fernerhin Anspruch erheben 
dlirfen, als Fundamente der Dynamik Verwendung zu finden. 
Damit sol1 naturlich nicht gesagt werden, da0 die oben ale 
merklich unexakt gekennzeichneten Sgtze kiinftig au0er Ge- 
brauch zu setzen waren; denn die enorme praktische Be- 
deutung, welche die Zerlegung der Energie in eine innere nnd 
eine fortschreitende, oder die Annabme der absoluten Unver- 
anderlichkeit der Masse, oder die Voraussetzung der Identitat 
der tragen und der. ponderablen Masse in der ungeheuren 
Mebrzahl aller Fillle besitzt, wird j a  durch die hier angestellten 
Betrachtungen iiberhaupt gar nicht beriihrt, und niemals wird 
man in die Lage kommen, auf die Benutzung jener so mesent- 
lich vereiufachenden Annahmen Verzicht leisten zu konnen. 
Aber vom Standpunkt der allgemeinen Theorie aus wird man 
unbedingt und prinzipiell unterscheiden miissen zwischen solchen 
Satzen: die nur als Annaherungen aufzufassen sind, und solchen, 
welche genaue Giiltigkeit beanspruchen, schon deshalb , weil 
heute noch gar nicbt abzusehen ist, zu welchen Konsequenzen 
die Weiterentwickelung der exakten Theorie einmal fiihren 
wird ; sind ja  doch hiiufig genug weitreichende Umwalzungen, 
auch in der Praxis, von der Entdeckung fast unmerklich kleiner 
Ungenauigkeiten in einer bis dahin allgemein fiir exakt ge- 
haltenen Theorie ausgegangen. 

Fragen wir daher nach den wirklich exakten Grundlagen 
der aligemeinen Dynamik, so bleibt von allen bekannten Satzen 
zunachst nur iibrig das Prinrip der hleinsten Krhung, welches, 
wie H. v. Helmholtz') nachgewiesen hat, die Mechanik, die 
Elektrodynamik und die beiden Hauptsiitze der Thermodynamik 
in ihrer Anwendung auf reversible Prozesse umfaBt. Da0 in 
dem namlichen Prinzip auch die Gesetze einer bewegten Hohl- 
raumstrahlung enthalten sind, habe ich im folgenden (vgl. 
unten Gleichung (12)) besonders gezeigt. Aber das Prinzip 

1) H. v. Helmhol tz ,  Wissenschaftl. Abhandl. 3. p. 203. 1895. 
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6 $1 Planck. 

der kleinsten Wirkung geniigt noch nicht zur Fundamentierung 
einer vollstandigen Dynamik ponderabler Korper ; denn fur 
sich allein gewahrt es keinen Ersatz fiir die oben als unhalt- 
bar nachgewiesene und daher hier nicht einzufiihrende Zer- 
legung der Energie eines Korpers in eine fortschreitende und 
eine innere Energie. Dagegen steht ein solcher Ersatz in vollem 
Umfang in Auesicht bei der Einfiihrung eines anderen Theorems: 
des von H. A. Loren tz l )  und in allgemeinster Fassung von 
A. E ins t e in  ausgesprochenen Prinzips der Relativitiit. Wenn 
auch von direkten Bestatigungen der Giiltigkeit dieses Prinzips 
nur  eine einzige', allerdings sehr gewichtige, zu nennen ist: 
drts Ergebnis der Bersuche vou Michelson und Morley3), 
so ist doch andereraeits bis jetzt keine Tatsache bekannt, die 
es direkt hinderte, diesem Prinzip allgemeine und absolute 
Genauigkeit zuzuschreiben. Andererseits erweist sich das 
Prinzip als so durchgreifend und fruchtbar, dsS eine moglichst 
eingehende Priifung wiinschenswert erscheint , und diese kann 
offenbar nur durch Untersuchung der Konsequenzen erfolgen, 
welche es in sich birgt. 

Dieser Erwagung folgend, hielt ich es fiir eine lohnende 
Aufgabe, die Schlusse zu entwickeln, zu welchen eine Kombi- 
nation des Prinzips der Relativitat mit dem Prinzip der kleinsten 
Wirkung fur beliebige ponderable Korper fuhrt. Es haben 
sich dabei gewisse weitere Ausblicke ergeben, sowie auch einige 
Folgerungen, die vielleicht einer direkten experimen tellen 
Priifung zugilnglich sind. 

E r s t e r  Abschni t t .  

Dynamik einer bewegten schwarsen Hohlranmstrahlung. 

§ 1. 

Die schwarze Hohlraumstrahlung im reinen Vakuum ist 
unter allen physikalischeu Systemen das einzige, dessen thermo- 

1) H. A. Lorentz, Versl. Kon. Akad. v. Wet. Amsterdam p. 809. 

2) A. Einste in ,  Ann. d. Pbys. 17. p. 891. 1905. 
3) A. A. Michelson u. E. W. Morley,  Amer. Joum. of Science 

1904. 

(3) 34. p. 333. 1887. 

 15213889, 1908, 6, D
ow

nloaded from
 https://onlinelibrary.w

iley.com
/doi/10.1002/andp.19083310602 by U

niversity O
f N

ew
 South W

ales, W
iley O

nline L
ibrary on [28/07/2026]. See the T

erm
s and C

onditions (https://onlinelibrary.w
iley.com

/term
s-and-conditions) on W

iley O
nline L

ibrary for rules of use; O
A

 articles are governed by the applicable C
reative C

om
m

ons L
icense



Dynamik hewegter Systeme. 7 

dynamische, elektrodynamische und mechanische Eigenschaften 
sich , unabhtlngig vom Widerstreit spezieller Theorien, mit 
absoluter Genauigkeit angeben lassen. Seine Behandlung ist 
daher der der iibrigen Systeme vorangeechickt. Man denke 
sich die Strahlung eingeschlossen in ein rings von beweglichen 
absolut reflektierenden Wanden nmgebenes Vakuum , dessen 
Volumen P so gro6 gewahlt sein mage, daS der EinfluS der 
Masse der Wbnde nicht merklich in Betracht kommt. Alle 
mit dem System vorgenommenen hderungen  denken wir uns 
reversibel, d. h. so langsam vorgenommen, da6 in jedem Augen- 
blick ein stationilrer Zustand besteht. Dann ist der Zustand 
des Systems vollkommen bestimmt durch die Geschwindigkeit y, 
deren Betrag ein beliebig groJ3er Bruchteil der Lichtgeschwin- 
digkeit c sein kann, das VoIumen Y und die Temperatur T. 
Bei einer unendlich kleinen Zustandsanderung ist nach dem 
ersten Hauptsatz der Thermodynamik die Anderung der 
Energie E’ der Strahlung: 

d . E = = d + Q ,  

wobei A die von a d e n  auf die Strahlung ansgeiibte mecha- 
nische Arbeit, Q die von auBen zugeffihrte Warme bedeutet; 
und nach dem zweiten Hauptsatz ist die hinderung der Entropie S 
der Strahlung: 

Q d E - A  
1’ - 1’ d S  = - - _ _  ___. 

Wir wollen nun mit Hilfe der letzten Gleichung die Eigen- 
schaften der Strahlung in ihrer Abhilngigkeit von den un- 
abhangigen Variabeln q, P und T berechnen. Die Energie der 
Strahlung ist: 

E =  6.7, 

wenn e die raumliche Eoergiedichte bedeutet, welche nur von q 
und T abhangt. Was ferner die au6ere Arbeit A betrifft, so 
setzt sich dieselbe additiv zusammen aus der Translations- 
arbeit und der Kompressionsarbeit. Erstere ist gleich dem 
Produkt der Geschwindigkeit q und dem Zuwachs der Be- 
wegungsgrafie G, letztere gleich dem Produkt des Druckes p 
und der Abnahme des Volumens 7, also: 

A = g d G - - p d P .  
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8 M. Planck. 

Nun ist der Drnckl): 

Ferner ist die BewegungsgraSe2): 

Substituiert man diese Werte in den Ausdruck von A, hierauf 
die Werte von A und E in die Gleichung fir  dS, so lantet 
die letztere : 

Die Bedingung, da6 dieser Ausdruck ein vollsttlndiges Diffe- 
rential der drei unabhangigen Variabeln q ,  7 nnd T bildet, 
wobei zu beachten ist, da6 E nur von q und T, nicht von P 
abhangt, liefert als notwendige Folgerung die Beziehungen: 

1) R. v; Moeengeil, Ann. d. Phys. 22. p. 867. 1907, gibt auf Grund 
einer von M. Abraham (Elektromagn. Theorie der Strahlung, Leipzig, 
B. G. Teubner 1905, p. 351)  fur den Druck eines einrelnen Strahlenhiindele 
auf einen bewegten Spiegel sbgeleiteten Formel als Gleichung (42): 

und ale Cfleichung (44): 

Beide Gleichungen kombiniert liefern die obige Beziehung, welche iibrigens 
allgemein gilt, nicht etwa nur fur adiabatische VorgLnge. 

2) Nach K. v. Mosengeil, 1. c. Gleichung (24.) ist nlimlich: 

wobei nach Gleichung 

e 

16nq ff=- 
3 c3 

(25;): 
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Bynamik bewegtst Systeme. 9 

und 

(2) 
4 a c 4  T a V  Sl=----- 

9 (c' - @)* ' 
wobei die Konstante a dadurch bestimmt ist, dad .5 far q = O  
in a T4 tibergeht, entsprechend dem Stefan-Boltzmannschen 
Strahlungsgesetz. 

Mit diesen Werten ergeben sich f ir  die Energie B, den 
Druck p und die BewegungsgroBe G der bewegten Hohlraum- 
strahlung als Funktionen der unabhiingigen V a ~ b e l n  q,  P 
und T folgende Ausdriicke: 

(3) 

(4) 

Erteilt man also z. B. der Hohlraumstrahlung eine Be- 
schleunigung , wllhrend ihr Volumen 7 konstant gehalten und 
keine Warme von auBen zugefiihrt wird, 
Entropie S konstant bleibt, so erniedrigt 
Temperatur T der Strahlung im Verhilltnis 

so d& auch die 
sich nach (2) die 

(1 -$)*'a: 1 .  

Dieses Resultat sowie verschiedene sndere damit verwandte 
Sltze stehen im Einklang mit den Schliissen, zu welchen die 
Untersuchung von K. v. Mosengei l  l) gefiihrt hat. Weiter 
unten (im 0 15) wird sich eine noch einfachere nnd direktere 
Ableitung fur sie ergeben. 

Z w ei t e r  A b sc  h n i  t t. 
PrinBip der kleinaten Wirkung und Prinsip der Relativitat. 

8 2. 

Wir betrachten im folgenden einen beliebigen, aus einer ge- 
gebenen Anzahla) gleichartiger oder verschiedenartiger Molekiile 

1) K. v. Mosengei l ,  1. c. Gleichung (47) uew. 
2) Dieee Anzahl kann aucb gleich Null eein. Dann reduziert sich 

der Rarper euf eine Hohlranmatrahluug, wie sie im vorigen Abechnitt 
behandelt wurde. 
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10 M. Planch 

bestehenden Kijrper in einem stationaren Zustand, der be- 
stimmt ist durch die unabhangigen Variabeln’) 7, T und die 
Geschwindigkeitskomponenten 5, y, i des Kijrpers lings den 
drei Achsen z, y, z eines ruhenden geradlinigen orthogonalen 
Bezugsystems. Die GrMe q der Geschwindigkeit ist dann 
gegeben durch: 

Andert man den Zustand des Korpers auf reversible Weise, 
so gelten nach H. v. Helmholtzz)  die aus dem Prinzip der 
kleins ten W irkung BieSenden Differen tialgleichungen : 

q z = i ! z + j z + i 2 .  

und 
a H  aH -- av = p ,  ~ j - = s  (7) 

Bier bedeutet H das kinetische Potential des Korpers, a19 
Funktion der oben genannten funf unabhangigen Variabeln, 
wobei jedoch die Geschwindigkeitskomponenten 2, 9, i nur in 
der Verbindung q vorkommen, und 8 bedeutet die von auSen 
auf den Xorper wirkende bewegende graft. 

Man kann diese fiinf Differentialgleichungen auch zur 
Definition des kinetischen Potentials benutzen; doch ist durch 
sie, wie man sieht, die Funktion H noch nicht vollstlndig 
definiert, sondern es bleibt in dem Ausdrnck von H,  bei be- 
stimmtem %, p und S, eine additive Konstante, welche keinerlei 
physikalische Bedeutung besitzt, willklirlich bestimmbar. Eine 
zweckmL6ige Verfiigung iiber diese Konstante werden wir 
weiter unten (im 0 9) treffen und damit die zur Vervollsttln- 
digung der Definition von H notwendige Ergilnznng vornehmen. 

Die BewegungsgrijBe des Korpers ist dann gegeben durch 
die Komponenten: 

a H  
I @,=-- an =- a H  B z = z 7  @ Y a $  a i 

1) Ober die Existenz einer Zustandsgleichung vgl. A. Byk, Ann. 

2) H. v. Helmholtz ,  Qes. Abh. (Leipzig, J. A. Barth) 3. p. 225. 
Dort ist das kinetisohe Potential mit dem entgegengesetzten Vor- 

d. Phys. 19. p. 441. 1906. 

1895. 
zeichen definiert. 
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Bynamik bmegter Systeme. 

bzw. durch die resultierende BewegungsgroSe: 

11 

(9) 

und die gesamte Energie des Kbrpers durch: 

woraus sich fur das Energieprinzip die Gleichung ergibt: 
(11) d E = S z d x + S ~ r i y + S , d z - p d d V T d S ,  

welche auf ihrer rechten Seite die Translationsarbeit , die 
Kompressionsarbeit und die von a d e n  zugefnhrte Wilrme 
enthalt. 

Alle diese Beziehungen besitzen nattirlich auch Giiltigkeit 
fur den im vorigen Abschnitt behandelten speziellen Fall der 
reinen Hoblraumstrahlung, wie man sich leicht iiberzeugen 
kann, wenn man fur das kinetische Potential den Wert: 

a c4 T4 V €I = -___- 
3 (9 - q"l" 

in die obigen Gleichungen einsetzt. 
In  der Anwendung auf ponderable Karper wurde nun 

bisher, auch bei H. v. Helmhol tz ,  stets so verfahren, daS 
man das kinetische Potential II in zwei Teile zerlegte: 

und M, die Masse des Korpers, konstant, dagegen 3, die freie 
Energie des Korpers, unabhiingig von q annahm. Dann gehen 
die Gleichungen (6) in die Gleichungen der gewohnlichen 
Mechanik iiber, und die Gleichungen (7) in die der gewohn- 
lichen Thermodynamik. 

Wie aber das Beispiel der Hohlraumstrahlung zeigt, und 
wie oben in der Einleitung niiher ausgefiihrt wurde, ist eine 
derartige Zerlegung, genau genommen , in keinem einzigen 
Falle zulassig; denn ein jeder ponderable Korper enthalt in 
seinem Innern strahlende Energie in angebbarem Betrage. 
Wir wollen daher hier jene Zerlegung nicht vornehmen, sondern 
wollen uns statt dessen auf das Prinzip der Relativitiit stutzen 
und dessen Konsequenzen fiir den betrachteten Fall entwickeln. 
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12 M Planch. 

Q 3. 

Das Prinzip der Relativitat besagt, da6 man statt des 
bisher benutzten Bezugsystems (x, y, z, t) mit genau dem nhm- 
lichen Recht auch das folgende Bezugsystem: 

fur die Grundgleichungen der Mechanik, Elektrodynamik und 
Thermodynamik benutzen und daher als ,,ruhend" bezeichnen 
kann. Wir wollen im folgenden alle in dem neuen Bezug- 
system gemessenen Gro8en durch einen hinzugefiigten Strich 
charakterisieren und dementsprechend auch die beiden Bezug- 
systeme als das ,,gestrichene" und das ,,ungestrichene" be- 
zeichnen. Dann l&Bt sich der Inhalt des Relativitatsprinzips 
auch so aussprechen : Alle Gleichunyen zwischen gestrichenen, 
unyestrichenen oder auch beiderlei GrCpen bleiben tichtig , wenn 
man in ihnen die gestrichenen Gropen durch die gleichnamben 
unyestrichenen und zugZeich die ungestrichenen Gropen durch die 
yleichnnmigen yestrichenen ersetzt. Dabei ist c'= c und v'= - u 
zu setzcn. 

Dieser allgemeine Satz, der natiirlich auch fur die obigen 
Definitionsgleichungen der gestrichenen Koordinaten gilt, liefert 
filr jede gefundeiie Beziehung eine rcziproke Beziehung, welche 
oft zur Verifikation niltzlich ist. 

g 4. 

Unsere nachste Aufgabe sol1 es nun sein, die Beziehung 
zwischen einer jeden der bisher benutzten Grd8en und der 
gleichnamigen gestrichenen GroEe aufzustellen. Dies kann, 
wie sich zeigen wird, in vollkommen eindeutiger Weise ge- 
schehen, so daS wir schlieSlich z. B. aus der Energie eines 
f i r  ein Bezugsystem ruhenden Korpers die Energie desselben 
Korpers in dem anderen Bezugsystem, fur welches er eine 
gewisse endliche Geschwindigkeit besitzt, berechnen kbnnen. 

Zunilchst ergibt sich fir die gestrichenen Oeschwindig- 
keitskomponenten (.t' = d x ' / d  t' nsw.) auf rein mathematischem 
Weae: 
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Bynamik Aewegter Systeme. 13 

Ferner 1) : 

Wir wollen jetzt nachweisen, daS die Entropie des von 
uns betrachteten KBrpers in bezug auf das gestrichene System 
den namlichen Wert besitzt wie in bezug anf das ungestrichene 
System. Man kiinnte diesen Beweis ganz allgemein auf den 
engen Zusammenhang der Entropie mit der Wahrscheinlich- 
keit griinden, deren (31-069 unmiiglich von der Wahl des Be- 
zugsyetems abhiingen kann ; indessen ziehen wir hier einen 
direkteren, von der Einfbhrung des Wahrscheinlichkeitsbegriffes 
ganz unabhlngigen W eg vor. 

Wir denken uns den Karper aus einem Zustand, in 
welchem er fiir das ungestrichene Bezugsystem ruht, durch 
irgend einen reversibeln adiabatischen ProzeS in  einen zweiten 
Zustand gebracht, in welchem er fiir dae gestrichene Bezug- 
system ruht. Bezeichnet man die Entropie des Korpers fiir 
das ungestrichene System im Anfangszustand mit S,, im End- 
zustand mit s,, 80 ist wegen der Reversibilitiit und Adiabasie 
L$ = S,. Aber auch fdr das gestrichene Bezugsystem ist der 
Vorgang reversibel und adiabatisch, also haben wir ebenso: 

Wilre nun S,' nicht gleich S, , sondern etwa S l f  > S, ,  so 
wtirde das heiflen: Die Entropie des Korpers ist fur dasjenige 
Bezagsystem, fur welches er in Bewegung begriffen ist, groSer 
als fur dasjenige Bezugsystem, fiir welches er sich in Ruhe 
befindet. Dann mtiI3te nach diesem Satze auch S, > S,' sein; 
denn im zweiten Zustand ruht der Kiirper fiir das gestrichene 
Bezugsystem, wiihrend er fiir das ungestrichene Bezugsystem 
in Bewegung begriffen ist. . Diese beiden Ungleichungen wider- 
sprechen aber den oben aufgestellten beiden Gleichungen. 
Ebensowenig kann S,' < Sl sein; folglich ist Sl' = S,, nnd all- 
gemein : 

S,' = Is,'. 

(1 5 )  S'= s, 
1) Alle dieee Relationen gelten,ubrigem auch ftir ein ungleichfdrmig 

bewegtee Medium, in welchem die Geschwindigkeit nach Gr6Se und 
Richtung etetig von Punkt zu Punkt variiert. In dieaem Falle ist unter Y 
ein unendlich kleinee Volumenelement eu veretehen. 
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14 M. Planck. 

d. h. die Entropie des Korpers hingt nicht von der Wahl des 
Bezugsystems ab. 

§ 5. 

Hieraus ergibt sich die wichtige Folgerung : Wenn ein 
Korper, der im Anfangszustand fur das ungestrichene System 
ruht, auf irgend eine Weise reversibel und adiabatisch auf 
die Geschwindigkeit i = v ,  $=O, 2 - 0  gebracht wird, und 
zwar so, da6 das Endvolumen P, mit  dem Anfangsvolumen V1 
in der Beziehuna steht: 

so ist der Endzustand 2 fur das gestrichene System in allen 
Stiicken identisch mit dem Anfangsznstand 1 fur das un- 
gestrichene System. 

Die Richtigkeit dieses Satzes ergibt sich aus der Uber- 
legung, da6 der Zustand des Korpers durch fiinf unabhangige 
Variabeln bestimmt ist, als melche wir auSer den drei Ge- 
schwindigkeitskomponenten das Volumen und die Entropie 
wahlen konnen. Nun sind nach den Voraussetzungen im End- 
zustand fur das gestrichene System die drei Geschwindigkeits- 
komponenten des Korpers ?jz' und 2z' = 0, ferner nach (15) 
die Entropie 8,' = 8, = Sl, endlich das Volumen nach (14): 

also besitzen alle fiinf Zustandsvariabeln im Endzustand 2 fiilr 
das gestrichene System die nilmlichen Werte wie im Anfangs- 
zustand 1 fiir das ungestrichene System, wodurch der obige 
Satz bewiesen ist. 

5 6. 

Nun denken wir uns eine beliebige Anzahl verschieden- 
artiger voneinander getrennter Korper, die anfgnglich fur das 
ungestrichene System ruhen und alle eine gleiche Temperntur Tl 
besitzen und einem gleichen Druck p1 unterworfen aind. Jeder 
dieser Korper fur sich werde irgendwie reversibel und adin- 
batisch auf die Geschwindigkeit v gebracht und sein End- 
volumen nacli der Beziehung (16) reguliert. Dttnn besitzen 
schlie6lich alle Korper wiederum eine gemeinsame Tempe- 
rntur T, und einen gemeinsamen Druck p,. Denn fur das 
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Dyaamik bemegter Systeme. 15 

gestrichene System befindet sich jeder Korper schlie6lich in 
dern nLmlichen Zustand wie anfanglich ftir das ungestrichcne 
System, also sind ftir das gestrichene System die Endtempe- 
raturen und die Enddrucke alle einander gleich. Dasselbe 
gilt aber auch ftir das ungestrichene System; denn zwei Korper, 
welche ftir ein Bezugsystem die namliche Temperatur und den 
namlichen Druck aufweisen, d. h. sich miteinander im ther- 
mischen und mechanischen Gleichgewicht befinden, besitzen 
dieselbe Eigenschaft auch fiir jedes andere Bezugsystem. 

Wir konnen also folgenden Satz aussprechen : Verschieden- 
artige Korper von gemeinsamer Temperatur und gemeinsamem 
Druck, welche einzeln far sich reversibel und adiabatisch auf 
irgend einem Wege von der Geschwindigkeit 0 auf die Ge- 
schwindigkeit v gebracht werden, so da6 fur jeden Korper 
das Voliimen sich im Verhaltnis v m c a ) :  1 verkleinert, 
nehmen wiederum gemeinsame Temperatur und gemeinsamen 
Druck an. Kennt man daher filr einen einzigen Korper die 
durch einen solchen ProzeB hervorgebrachte Anderung der 
Temperatur und des Druckes, so kennt man die Anderung 
far jeden beliebigen Korper in der Natur. 

Nun ist speziell fur eine schwarze Hohlrltumstrahlung 
iiach (2) fur q1 = 0, q, = v 

folglich, da nach der Voraussetzung 
5, = S, und V, = <.drF, V ?  

0' Ta = 1: .1/1 - cp 
und nach (4): 

PI = Pa 8 

d. h. der gemeinsame Enddruck ist gleich dem gemeinsamen 
Anfangsdruck. Dia beiden letzten Beziehungen gelten also 
allgemein fur jeden beliebigen Korper , der dem genannten 
YrozeB unterworfen wird. 

Daraus folgt auch, da6 man die Volumenbedingung (1 6) 
des 8 5 ersetzen kann durch die einfachere Bedingung, da6 
der Enddruck p a  gleich ist dem Anfangsdruck pl. Dann kann 
man sagen: Bei einer reversibeln adiabatischen isobnren (d. h. 
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16 M. Plunck. 

p = const.) Beschleunigung eines beliebigen Kbrpers von der 
Geschwindigkeit 0 auf beliebigem Wege bis zur Geschwindig- 
keit w verkleinert sich eowohl das.Volumen ale auch die Tem- 
peratur des Kbrpers im Verhilltnis dl - (ua/cS): 1. In diesem 
Satze ist natiirlich die Richtung der Geschwindigkeit v un- 
wesentlich. Daher gilt derselbe Satz auch, wenn man stcltt 
der in der x-Achse gerichteten Geschwindigkeit v die beliebig 
gerichtete Geschwindigkeit q einsetzt. 

§ 7. 

Der letzte Satz ermoglicht ee nun, die Beziehung zwischen 
den Werten, welche die Temperatur und der Druck eines 
beliebig bewegten Korpers €=r die beiden von uns benutzten 
Bezugsysteme besitzt, ganz allgemein anzugeben. Wir denken 
uns einen mit einer beliebig gerichteten Geschwindigkeit be- 
wegten Korper gegeben. Die GrdBe der Geechwindigkeit be- 
trage fir das ungestrichene System q ,  fiir das gestrichene 
System 4'. Wenn der Korper fnr das ungestrichene Bezug- 
system aus dem gegebenen Zustand reversibel, adiabatisch 
und isobar zur Ruhe gebracht wird, so ist sein Volumen 
von P auf v 

seine Temperatur von 17 auf 
T 

gewachsen. Wenn der Harper aber fur das gestrichene Be- 
zugsystem aus dem gegebenen Zustand reversibel, adiabatisch 
und isobar zur Ruhe gebracht wird, so ist sein Volumen von P' auf 

V' 

seine Temperatur von T' auf 
T' 

gewachsen. Nun ist aber der so erhaltene Ruhezustand des 
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Dynamik bewegtsr Systeme. 17 

KBrpers im ungestrichenen System in allen Stiicken identisch 
mit dem vorhin erhaltenen Ruhezustand im gestrichenen System, 
Denn die Bedingungen, unter denen der Satz des 8 5 gilt, 
sind hier alle erfiillt, wenn man sich den Korper aus dem 
Ruhezustand fur das ungestrichene System reversibel, adia- 
batisch und isobar durch den ursprilnglich gegebenen Zustaitd 
hindurch in den Ruhezustand fur das gestrichene System ge- 
bracht denkt. Folglich ist: 

oder : 

als allgemein giiltQe Beziehung zwischen den gedrichenen und 
den ungestsichenen Fariabeln. 

8 8.  

Jetzt handelt es sich vor allem um den Vergleich der 
IVerte des kinetiwhen Potentials in den beiden Bezugsystemen. 
Zu diesem Zwecke schreiben wir zunachst die Differential- 
gleichungon (7) nach dem Relativitiitsprinzip fiir dae gestrichene 

Diese beiden Gleichungen liefern mit Rticksicht auf die Glci- 
chungen (7)  und die Beziehungen (17): 

Ehe wir die Integration vornehmen, leiteii air noch die 
entsprechenden Gleichungeu fUr die Geschwindigkeitskompo- 
iienten 9 und i ab. Dam miissen wir d e r  den Differential- 
gleichungen ( 6 )  in bezug auf das gestrichene System: 

die Beziehungen zwischen den gestrichenen und den unge- 
strichenen Komponenten der bewegenden Krnft 8 benutzen. 
Um diese zu finden, betrachten wir zunaclist einen spcziellen 
Fall, namlich einen unendlich kleinen, mit der Elektrizitats- 

Annalen dcr Physik. IV. Folge. 20. 2 
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18 M; Planck. 

menge e geladenen, diathermanen festen Karper, der sich in 
irgend einem evakuierten elektromagnetischen Felde befindot. 
Uann ist fur das ungestrichene System: 

e 
8, = eQ, + ,(98, - a$, 

c 5 Y = eCZy + --(2Q, - 283, 
e 5: = e Q ,  + ;(i.fjy -983, 

wobei @ die elektrische, Q die magnetieche Feldintensitat be- 
zeichnet. Die nimlichen Gleichungen gelten nach dem Relativi- 
tiitsprinzip, wenn man samtliche GroBen, au6er e und c, mit 
Strichen versieht. Daraue ergeben sich mit Rucksicht auf die 
Relationen (13), sowie auf die Beziehungen l): 

C,f = &, 8; = $jz, 

die folgenden Gleichungen zwischen den gestrichenen und den 
ungestrichenen Kraftkomponenten: 

Die beiden letzten Beziehungen (22) nehmen wir als all- 
gemein giiltig an;  sie liefern mit (6) und (20) kombiniert: 

d an' c ~ / c ' - G '  d a H .  
d f  - c = - v x  d t  a9 

Nun ist iiach (13) und (14): 

und : 

1) A. Einstein, Aun. d. Phys. 17. p. 909. 1905. 
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Bynamik bewegter Spteme.  

Daraus folgt: 

19 

- 

a y  
und integriert: 

Die Integrationskonstante, eine absolute Konstante, verschwindet, 
weil fir y'= q Id' in II Bbergeht. 

$ 9. 

Nun liefern die vier Gleichungen (19) und (24) integriert: 

Die Konstante h&ngt nicht ab von V ,  T, y, i ;  wohl aber kann 
sie noch von 5, oder, nach (14), von c2-q2/lc2-q'8 abhangen. 
Wir schreiben daher: 

und bestimmen den allgemeinsten Ausdruck der Funktion f: 
Zunachst haben wir : 

Da die Funktion 11 nur von 9, 7 und I abhangt, und 
da v' und T mit P und T nur durch die Beziehungen (17 
verbunden sind, so ist die rechte Gleichungsseite, ebenso wie 
die linke, von der Form:') 

1) Man sieht dies am leichtesten ein, wenn man einen beliebigen 
Wert q" nimmt und die drei Ausdriicke 

€1' H H" H 

addiert. 
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20 Jl. Planck. 

wobei Q allein von y abhangt. Daraus folgt notwendig: 

wenn C eine absolute Koristaute bedeutet. 

zwischen H' und H 
Dies in (25) substituiert ergibt als geeuchte Beziehung 

H -  c H -  C 
- ~- =----. y c ~  - p tJ;C--qi 

I);r nun die Funktion H -  C genau den namlichon Differen- 
tialgleichungen (6) und (7) genugt wie die Funktion H, so 
lionnen wir uns ohne weiteres in alle vorhergehenden Glei- 
chungen statt H die Funktion C- H gesetzt denken, und wollen 
fortan den letzteren Ausdrucli einfach mit R bezeichnen. Dann 

Mit anderen Worten: Reiin die Eonstante C =  0 gesetzt wird, 
so bedeutet das keinerlei physikalische Einschrilnkung, sondern 
nur eine zweckma6ige Ergaiizung der Definition des kinetischen 
Potentials, welche durch die Differentidgleichungen (6) und (7), 
wie schon dort hervorgehoben wurde, noch nicht vollltommen 
eindeutig festgelegt wird. 

Q 10. 

Nachdem nun die allgemeine Beziehung zwischen I€' und II 
gefunden ist, ergibt sich direkt BUS den Differentidgleichungen 
cles Prinzips der kleinsten Wirkung der Zusammenhang der 
Werte, welche irgend eine physikalische GroBe fur die beiden 
von uns benutzten Rezugsyateme besitzt. Betrachten wir 
zunachst die Bewegungsgrope, deren Komponenten im ge- 
strichenen System sirid: 

Wahrend sich der Zussmmenhang rler y- und t-I<om- 
ponenten der BewegungsgroBc direkt nus der Vergleichung mit 
(8) und (13) als 

ergibt, ist der zwischen dcn .u-Komponentcn und wesent- 
lich verwickelterer Natur. 

(28) @I,&. = ay, a;, = (3: 
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Dynamik beroegter Systeme. 21 

Zunachst erhalten wir liierfiir nach (27) in leicht verst8nd- 
licher Bezeichnung : 

a w a x  a w  a 3  aa1a.i a w a v  a w  a T  
@;I = --__ 8 %  a ~ + ~ ~ + ~ ~ + ~ - + - - -  a v a z  a i ?  a z '  

Dabei ist nach (26), (14) und (13): 

oder mit Einfiihrung der Eiiergie ,?# RUS (10;: 

Wenn man statt der Energie B die Qibbssche ,,Warme- 
funktion bei konstantem Druckl' R einfiihrt : 
(30) n=l!i;+py, 
deren Anderung bei isobaren Prozessen die zugefihrte Whrmo 
angibt, so lautet die letzte Beziehung einfacher : 

5 11. 

Differentiiert man die Gleichung (29) nach der  Zeit t :  

so folgt daraus mit Beriicksichtigung von (27), (20), (14) und (11) 
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22 M. Planck. 

die Beziehung zwischen den x-Komponenten der Kraf i  8, 
namlich: 

(S,9 3- S z i  + vp + T f 3 .  V 
(32) = 3. - 
Vergleicht man diese Beziehung mit der oben gefundenen (21), 
so ergibt sich, daB jene keine allgemeine Bedeutung besitzt, 
sondern nur dann immer gilt, wenn p = 0 und &'= 0, d. h. 
wenn der ProzeS isobar und adiabatisch verlauft. In der Tat 
ist diese Eigenschaft charakteristisch fur den damals betrach- 
teten Vorgang: der Bewegung eines elektrisch geladenen, dia- 
thermanen festen Kijrpers in einem evakuierten elektromagne- 
tischen Felde. 

Endlich mSgen hier noch Platz finden die allgemeinen 
Beziehungen zwischen den Werten, welche die Energie des 
Korpers sowie die geleistete au6ere Arbeit und die zugefuhrte 
Warme fur beide Bezugsysteme besitzt. 

Fur die Energie E' haben wir nach (10): 
E' = 2' wz, + 4' a;, + 4' a;, + T' S'- H', 

folglich durch Substitution der bereits abgeleiteten Beziehungen : 

(33) 

Fur die in (30) definierte Warmefunktion R gilt i m  ge- 
strichenen Bezugsystem die einfache Beziehung: 

(34) 

Die bei einer unendlich kleinen reversiblen Zustands- 
anderung des Korpers von slu6en geleistete Ikanslationsarbeit 
ist fur das gestrichene Rezugsystem: 

Ferner die Kompressionsarbeit : 
___ 

v c v(? - 214 
(CP - v X)? - p  V d 2 ,  p d Y -  (36) - p'dY"= - _c_- 

c l/c* - 2 9  

c? - 'vi 
endlich die tuycfuhrte Warme: 

(37) 
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Dynamik bewegter Systeme. 23 

g 12. 

Die irn vorigen abgeleiteten Beziehungen zwischen den 
gestrichenen und den ungestrichenen Gro6en lassen sich zum 
Teil einfacher darstellen, wenn man diejenigen Ausdriiclce auf- 
sucht, welche fur die Transformation von einem Bezugsystem 
auf das andere invariant sind. Solche Invarianten sind 

ferner die Differentialausdriicke 

p - p d t ,  H d t ,  Fdt,  T d t ,  'iJydt, &dt,  E d t - a 6 , d x ,  
R d t  - dx,  USW. 

Alle diese GrijSen andern ihren Wert nicht, wenn man sie 
durch die entsprechenden gestrichenen Gr60en ersetzt. 

Daraus folgt auch, da6 das filr das Prinzip der kleinsten 
Wirkung charakteristische , von einem bestimmten Anfangs- 
zustand 1 bie zu einem bestimmten Endzustand 2 genommene 
Zeitintegral : 

2 

welches man als die dem betreffenden Vorgang entsprechende 
,,WirkungsgroOecL bezeichnen kann, fur das gestrichene Bezug- 
system den niimlichen Wert besitzt wie fiir das ungestrichene. 
Nimmt man hinzu den Satz, da6 fir die WirkungsgrOBe ein 
ganz bestimmtes Elementarquantum I) existiert: 

h = 6,55.  Erg sec, 

so kann man auch sagen: Einer jeden Vertlnderung in der 
Natur entspricht eine bestimmte, von der Wahl des Bezug- 
systems unabhangige Anzahl von Wirkungselementen. Es ver- 
steht sich, da0 durch diesen Satz die Bedeutung des Prinzipes 
der kleinsten Wirkung nach einer neuen Seite hin erweitert 
wird. Doch sol1 an dieser Stelle auf diese und verwandte 
Fragen nicht ngher eingegangen werden. 
~ _ _ _  

1 )  M. Planck,  Vorlesungen uber Wiirmestrahlung (Leipeig, J. A. 
Barth) p. 162. 1906. 
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21 ill. Ylunck. 

D r i t t e r A b s c 11 n i t  t. 
Anwendungen. 

8 13. 
Die wichtigste Folgerung aus den allgemeinen, im vorigen 

Abschnitt aufgestellten Beziehungen hetrifft die Abhangigkeit 
des physikalischen Zustandes eines Korpers von seiner Ge- 
schwindigkeit. Es la& sich namlich ganz allgemein zeigen, 
da6 das kinetische Potential li und somit auch alle Zustands- 
grCPipen sich unmittel6ar als Funktionen der Geuchwind@keit, des 
Yolumens und deer l’emperatur artgeben lassen, sobald sie f u r  die 
Geschwindigkeit Null ah Funktionen des Polumens und der l’cm- 
peratur behaant sind. 

Wir wollen zu diesem Zwecke mit Ii , ,  P o ,  So, E, . . . 
diejenigen Funktionen der beiden Variabeln Y und 1’ be- 
zeichnen, in welche die Funktionen 17, p ,  8, h’, . . . der drei 
Variabeln q, V,  T tibergehen, wenn man in ihnen q = 0 setzt. 
Perner wollen wir mit H,,’, p,’, IS,‘, E,‘ . . . diejenigen Funk- 
tionen der drei Variabeln q, Y,  T bezeichnen, i n  welche die 
Funktionen H,, p o l  IS,,, E,, . . . der beiden Variabeln 7 und T 
iibergehen, wenn man in ihnen statt V 

und statt T 
c T= __ -= T p--- *? 

einsetzt. 
Nun gehen wir von der Beziehung (26) aus und setzen 

darin q’ = 0. Dann folgt mit Rucksicht auf (17) in der soeben 
eingefbhrten Bezeichnung: 

und hierdurch ist H als Funktion der drei Variabeln q, Y 
und T dargestellt, falls H, ale Funktion der beiden Variabeln P 
und T bekannt ist. Durch H sind dann nach (6) uqd (7) alle 
anderen phjsikalischen ZustandsgrOSen bestimmt. So erhalt 
man zunachst .fur den Druck: 

(39) P =Pi- 
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Bynamih bewegter Systeme. 25 

1st also der Druck des ruhenden Karpers durch die ge- 
wohnliche Zustandsgleichung als Funktion von Volunien und 
Temperrttur bekannt, 80 folgt daraus unmittelbar die Zustands- 
gleichung des bewegten Korpers. Ebenso ist die Eotropie: 
(40) s-  s;. 

Ferner sind die Homponenten der Bewegungsgrafle : 

wobei G, die resultierende BewegungsgrSBe, nach (38): 

ep - 4 q* Ppof + 4 Y'S,' - --__- a,'. 

)/Cp-<T lI0'- 

c* - q* e v m  (41) G t= ___ 

Ferner ist die Energie nach (10): 
c TS,' - ___ 

c9 q2 
(42) E = ~ ca - q p  'P: + 

Bedenkt man, da6 Eo = TS, - Ho und 
CT 2,' = ~ vp-qi 8:- Holy 

so kann man auch schreiben: 

E = --L E; + - ~3 q 2  - 4 2  Pp, ' .  
V C '  - 4% (4 3) 

Endlich ist die Warmefunktion R nach (30): 
c TSo' - __-- c* c p  

VPlf pqi- (44) R = ~ 

cq - 4 4 

K = c i?;. 
I/e' - q* (45) 

Mit Einfuhrung der Wilrmefunktion R schreibt sich die Be- 
wegungsgrofle G iiach (41) einfacher: 

(46) G = J R = Tm- --R;. 
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26 ,If, Planck. 

8 14. 

Die besonderen Beziehungen, welche in den vorstehenden 
Qleichungen enthalten sind, lassen sich alle zusammenfassen 
in eine einzige Differentialgleichung, welche ftir die Funkt,ion €1 
der drei Variabeln q, P, T ganz allgemein gilt. Setzt man 
namlich in die Gleichung (46) fur G den Ausdruck d I I / a q ,  
und fiir R den Wert E + p  7, so ergibt sich mit Riicksicht 
auf (10) die Gleichung: 

Diese Bifferentialgleichuny stellt den allgemeinen Ausdruck f ur 
die Anwendung des Relativitatsprinrips auf das Ainetische Potential 
dar. Ihr  allgemeines Integral ist durch (38) ausgedruckt, wo- 
von man sich auch leicht direkt uberzeugen kann. Danach 
ist das kinetische Potential H eine homogene Funktion ersten 
Grades der drci Variabeln T, 7 und vea-qa,  

8 15. 

Machen wir nun zuniichst eine spezielle Anwendung auf 
die schwarze Hohlraumstrahlung. Alle Bewegungsgesetze einer 
Hohlraumstrahlung ergeben sich hiernach direkt aus den be- 
kannten einfachen thermodynsmischen Formeln fur eine ruhende 
Hohlraumstrahlung. Fur eine solche ist namlich nach dem 
S t e f a n  - B ol  t z m n n n schen Gesetz : 

B,, = a T4 P .  

Ferner ist der Max wellsche Strahlungsdruck: 
1 p ,  = - 3 a T 4 ,  

und die Entropie ruhender Strahlung: 

d I?,, -!- p ,  d V 4 = .. 
8, =I y' 3 

a T 3  7. 

Aus diesen ftir q = 0 gultigen Werten folgen definitionsgeml6 
(5 13) die Ausdrucke: 
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Dynaniik bewegter Systeme. 27 

und mit deren Hilfe nach (39), (40), (43) und (46) die fur eine 
beliebige Geschwindigkeit q giiltigen Werte: 

a c 4  T4 4 a C I  TS v S =  P = ? j p I p y  3 (CZ - 439 ' 

in Ubereinstimmung mit den Gleichungen des 8 1. 

8 16. 

Durch die BewegungsgroBe G eines Korpers ist auch 
dessen triige Masse bestimmt. Diese GroBe, welche in der 
reinen Mechanik eine so fundamentale Rolle spielt, sinkt in 
der allgemeinen Dynamik zu einem sekundiiren Begriff herab. 
Denn sobald die BewegungsgroBe nicht mehr proportional der 
Geschwindigkeit ist, ist die Masse eines Korpers nicht mehr 
konstant; auBerdem gelangt man zu eincr ganz verschiedenen 
Abhangigkcit der Masse von der Geschwindigkeit, je  nachdem 
man die BewegungsgrtiBe G durch die Geschwindigkeit q dividiert 
oder nach der Geschwindigkeit q differenziert, wobei dann noch 
besonders nnzugeben ist, in welcher Weise die Differentiation 
erfolgt : ob isotherm, ob adiabatisch usw. Wiederum ein anderer 
Wert fiir die Masse ergibt sich im allgemeinen, wenn man 
von der Energie E ausgeht und diese nach q 8 / 2  differenziert. 
Wie man diese verschiedenen Ausdrilcke benennt, ist natiirlich 
Uefinitionssnche. 

Wir wollen hier unter ,,Mnsse" M eines Korpers diejenige 
von der Geschwindigkeit des Korpers unabhangige GroBe Yer- 
stehen, welche man erhalt, wenn man die BewegungsgroBe G 
durch die Geschwindigkcit q dividiert und in diesem Quotienten 
q = 0 setzt, also in unserer Bezeichnungsweise nach (46): 

Diese GroSe hiingt im allgemeinen noch von der Tem- 
peratur T und dem Volumen P des Korpers ab. 

Setzt man in dem Susdruck G / q  die Geschwindigkeit q 
nicht gleich Null, so nennen wir den Quotienten, mie iiblich'), 

1) 11. Abraham, Theorie der Elektrizitgt, 11. p. 186. 
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28 M. Planck. 

die ,,transversale" Nasse des Kijrpers, whhrend dagegen der 
Differentialquotient d G / d  q die ,,longitudinale" Mrtsse vorstellt. 
Bei der longitudinalen Masse hat man jedoch die ,,isotherm- 
isochore" Masse zu unterscheiden von der ,,adiabatisch-isobaren" 
Mssse usw.; denn der Differentialquotient hat nur dann einen 
bestimmten Wert, wenn der Weg der Differentiation angegeben 
wird. Fur die spezielle Geschwindigkeit q = 0 gehen trans- 
versale und longitudinale Masse aller Arten ineinander, d. h. 
in  (48) iiber. 

Die Masse einer ruhenden Hohlraumstrahlung ist daher 
nach (5):  

4 a T ' V  ____ 
3 08 ' 

die transversale Yasse einer bewegten Hohlraumstrahlung : 

* 3je'- *?)8 

0 4 a c 4 T 4 V  - = ____ 

die longitudinale isotherm-isochore Massg derselben I): 

die longitudinale adiabatisch-isochore Masse I) : 

die longitudinale adiabatisch-isobare Masse dagegen: 

8 17. 
Auffallend ist an der Beziehung (48) vor allem der enge 

Zusammenhang der Masse eines Kiirpers mit der Warme- 
funktion B,,. Da dia Masse M leicht in Gramm zu messen 
ist, so la& sich danach die GriiBe von R, unmittelbar im 
absoluten C.G.6.- System angeben. Doch kann dieser Wert 
nicht direkt auf therrnodynamischem Wege gepriift werden ; 
denn die reine Thermodynamik lil6t in dem Ausdruck der 
Warmefunktion, wie auch in dem der Energie, eine additive 

1) Vgl. K. von Moeengei l ,  1. c. 9 9. Dort ist die hIasse nicht, 
mie hier, dureh die BewegungsgrBBe, aondern durch die Eoergie definiert. 
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Dynamik bewegter Systeme. 20 

Ronstante unbestimmt. In  dieser Hinsicht kommt also die 
Beziehung (48) im wesentlichen auf eine Erganzung der thermo- 
dynamischen Definition der Energie hinaus. 

Dagegen erbffnet sich eine Aussicht zur experimentellen 
Prufung der Theorie durch die Berlicksichtignng der Qer- 
anderlichkeit der Warmefunktion Bo mit der Temperatur und 
dem Volumen sowie der chemischen Bescbffenheit. Denn 
iiach der Gleichung (48) wird durch jede Warmeaufnahme 
bzw. -abgabe die trage Masse eines Korpers verandert, und 
zwar ist die Zunahme der Masse immer glcich der Warme- 
menge, welche bei einer isobaren Veranderuag des Korpers 
ron auSen aufgenommen wird, dividiert durch das Quadrat 
der Lichtgeschwindigkeit im Vakuum.') Dabei ist besonders 
bemerkenswert, dab dieser Satz nicht nur fur reversible Prozesse, 
soodern ganz allgemein auch fir  jede irreversible Znstaads- 
anderung gilt; denn die Beziehung zwischen der Warme. 
funktion R und der von au6en zugeleiteten Warme griindet 
sich direkt auf den ersten Hauptsatz der Warmetheorie. In- 
folge der GroBenordnung von c2 ist freilich die durch einfache 
Erwarmung oder Abkiihlung eines Korpers bedingte Massen- 
Bnderung desselben so minimal, da8 sie sich der direkten 
Blessung wohl far immer entziehen wird. Ein stiirkerer Ein- 
iiuB ware schon von der Heranziehung chemischer Warnie- 
tonungen zu erwarten, obwohl auch hier der Ef€ekt kaum 
meSbar sein diirfte. 

Berechnen wir  z. B. die Abnahme der Masse von 1'1, Mol 
Knallgav (H, + 'laO, = 18 g), welches bei Atmospharendruck 
und Zimmertemperatur zu 1 Mol fltissigem Wasser kondensiert 
wird. Hierfiir ist die Warmeentwickelnng im C.G.S.-MaE- 
system : 

T = 68400.419. lo5 = 2,87. 

1) Wesentlich dieselbe Folgerung bat schon A. Einste in  (Ann. d. 
Phys. 1s. p. 639. 1905) aus der Anmendung des Relativitiltsprinzips auf 
einen speziellen Strahlungsvorgang gezogeu , allerdinge unter der nur in 
eriiter Annilberung zulilssigen Vorsussetzung, daB die gesamte Energie 
eines bewegteu Korpers sich additiv zueammensetzt RUB seiner kinetischcn 
Energie und aus seiner Energie fur ein in ihm ruhendes Bezugsystem. 
Dort findet sicb auch ein Hinweis auf eine mogliche Priifung der Theorie 
durch Bcobachtungen an Radiumsalzen. 
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30 M. Planck. 

folglich die Abnahme der Xiasse: 
r 
- CZ g = 3,2.10-6 mg, 

eine immer noch verschwindend kleine GroSe. 

§ 18. 

Nach der hier entwickelten Theorie hat man sich also im 
Innern eines jeden Korpers einen Energievorrat vorzustellen, 
dessen Betrag so kolossal ist, daB die voii uns fur gemohnlich 
beobachteten Erwarmungs- und Abkuhlungsvorgknge, j a  sogar 
ziemlich tief eingreifende, mit betrachtlichen Wlmetonungen 
verbundene chemische Umwandlungen, ihn nur um einen un- 
merklichen Bruchteil verandern. Das gilt bis herab zu den 
tiefsten erreichbaren Temperaturen ; denn sowohl die spezifische 
Warme eines Korpers wie auch die Reaktionswarmen chemischer 
Prozesse behalten bis dicht an den absoluten Nullpunkt hersn 
ihre GroBenordnung bei. LaUt man also die Temperatur eines 
ruhenden Korpers (bei konstantem iluBeren Druck) unbegrenzt 
abnehmen , so konvergiert seine innere Energie nicht etwa 
gegen Null, was tibrigens auch schon deshalb ausgeschlossen 
ist , weil die Reaktionswarme zweier chemisch aufeinander 
wirkender Karper auch bei den tiefsten Temperaturen endli.ch 
bleibt, sondern sie behalt im Gegenteil bis auf verh5ltnismaBig 
ganz unwesentliche Glieder den namlichen Wert wie fur be- 
liebige endliche Temperaturen. Diesen Energievorrat, der dem 
Korper bei Null Grad absolat verbleibt, und demgegentiber alle 
in den gewahnlichen physikaliachen und chemiechen Prozessen 
vorkommenden Warmetonungen minimal sind , wollen mir 
hier als die ,,latente Energie" des Korpers bezeichnen. Die 
latente Energie ist voii der Temperatur und von den B e  
wegungen der chemischen Atome ganz uuabhangig l),  ihr Sitz 
ist also innerhalb der chemischen Atome zu suchen; ihrer Art 
nach konnte sie potentieller, aber ebeusowohl auch kinetischer 
Natur sein. Denn es hindert nichts, anzunehmen, und ware 
sogar, namentlich vom elektrodynamischen Standpunkt aus 
betrachtet, sehr wohl verstlndlich, daU iiinerhalb der chernischen 

I) Vgl. hierzu z. B. die Betrachtungeu von E. Boee, Physik. Zcitschr. 
6.. p. 356 u. 731. 1904. 
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Dynamik bewegter Sysleme. 31 

Atome gewisse stationare Bewegungsvorgange von der Art 
stehender Schwingungen stattfinden, die mit keiner oder nur 
mit unmerklicher Ausstrahlung verbunden sind. Die Energie 
dieser Schwingnngen, welche sehr bedeutend sein kann, wiirde 
sich dann, solange die Atome unverandert bleiben, auf keine 
andere Weise verraten a h  durch die Trilgheit, welche sie 
einer translrttorischen Beschleunigung des schwingenden Systems 
entgegensetzt, und durch die offenbar damit in engem Zu- 
sammenhang stehende Gravitationswirkung. Zur weiteren Aus- 
bildung dieser Vorstellungen reichen freilich die aus der kine- 
tischen Gastheorie hergebrachten Anschauungen , welche die 
trage Masse als etwas primiir Gegebenes und die chemischen 
Atome als starre Korper oder als einfache materielle Punkte 
voraussetzen, nicht mehr aus; namentlich mUl3te auch das 
Boltzmannsche Gesetz der gleichmilliigen Energieverteilung 
im statistischen Gleichgewicht hier seine Bedeutung verlieren. 
Aber da6 auf dem Gebiet der intraatomistischen Vorgange die 
einfachen Hypothesen der kinetischen Gastheorie tiefgreifender 
Erganzungen bediirfen, wird j a  schon durch den Anblick des 
Quecksilberspektrums nahegelegt und ist wohl allseitig anerkannt. 

Wenn nach dem Gesagten die Existenz und die GroSe 
der latenten Energie in der Regel nur indirekt aus theoretischeii 
Uberlegungen erschloseen werden kann, so gibt es doch eine 
bestimmte Bedingung , unter der sie direkt thermodynamisch 
in Wirksamkeit tritt: das ist der Eintritt einer Veranderung 
oder Zertriimmerung der chemischen Atome; denn in diesem 
E’alle mu6 nach dem Energieprinzip latente Energie frei werden. 
80 gering die Auseicht auf die Realisierupg eines derartigen 
radikelen Vorganges noch vor einem Dezennium erscheinen 
mochte, so iet sie doch jetzt dnrch die Entdeckung der radio- 
aktiven Elemente und deren Umwandlungen in unmittelbare 
Nahe geriickt, und in der Tat liefert die Beobachtung der 
starken fortdauernden Wiirmeentwickelung radioaktiver Stoffe 
gerrtdezu eine direkte Stiitze fiir die Annahme, daS die Quelle 
jener Wiirmeentwickelung eben nichts anderes ist als die latente 
Energie der Atome. Mit einer groBen latenten Energie ist 
nach der Beziehung (48) auch eine grol3e Masse verbunden. 
Damit steht gut in Ubereinstimmung der Umstand, da6 die 
radioaktiven Elemente ein besonders hohes Atomgewicht be- 
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32 M; Planck. 

sitzen und auch, da8 ihre Verbindungeo zu den spezifisch 
schwersten geharen. 

Nach J. Precht') entwickelt 1 g Atom Radium, wenn 
es von einer hinreichend dicken Bleischicht umgeben ist, pro 
Stuode 134,4.225 = 30240 g cal. Dies ergibt nach (48) fur 
die Stunde eine Verminderung der Mmse um 

30240.419, lob 
9 .  10'" 

g = 1,41. 

oder in einem Jahre eine Verminderung der Masse um 0,012 mg. 
Dieser Betrag ist allerdings, besonders mit Riicksicht auf dns 
hohe Atomgewicht des Radium,  immer noch so winzig, da6 
er wohl zunachst auBer dem Bereich der moglichen Er- 
fahrung liegt. 

obrigens konnte es von vornherein zweifelhaft erscheinen, 
ob fur eine solche Messung die Wage das richtige Instrument 
ist. Denn die Beziehung (48) gilt nicht fur die ponderable, 
sondern fdr die trage Masse, und es ist schon in der Ein- 
leitung hervorgehoben worden, dafl diese beiden GraBen keines- 
wegs identisch sind, wenigstens dann nicht, wenn man einer 
Hohlraumstrahlung im Vakuum , welche doch sicher Trilgheit 
besitzt , keine Gravitationswirkung zuschreibt. Indessen sind 
nach allen unseren Erfahrungen Trilgheit und Gravitation in 
jeder Beziehung, fiir die verschiedenartigsten Stoffe, von den 
leichtesten bis zu den schwersten, so eng miteinander ver- 
bunden, daB man wohl ohne Bedenken den Ursprung dieser 
beiden Wirkungen an der namlichen Stelle suchen darf, nilm- 
lich in der latenten Energie der chemischen Atome. Nimmt 
man die Gravitation als direkt proportional der latenten 
Energie an, so ware die von der Temperatur abhangige trage 
Masse ein wenig, aber nur luBerst wenig gr6Ser als die von 
der Temperatur ganz unabhangige ponderable Masse. In jedem 
F d l e  aber miil3te sich eine merkliche Verminderung der latenten 
Energie auch in einer merklichen Verminderung der ponderablen 
Masse auBern. Ob nun ein solcher EinfluS jemals direkt 
nnchweisbnr sein wird, mu6 ja die Zukunft lehren. Hier 
handelte es sich nur darum, die Konsequenzen zu entwickeln, 
welche eich BUS der Kombination des Relativitiitsprinzips mit 

= 

_____ - 
1) J. Precht ,  Ann. d. Phys. 21. p. 589. 1906. 
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Dyitamik beweyter Systeme. 33 

dem Prinzip der kleinsten Wirkung ftir die Auffassung der 
Tragheit ergeben. 

Vier  t e r  A bschn i t  t. 
Einfuhrung neuer uiabhangiger Variabeln. 

$j 19. 

Der im vorigen Abschnitt fur das kinetische Potential H 
gefundene Ausdruck (38) besitzt die namliche Form wie der 
von mir in einer friiheren Untersuchungl) fur das kinetische 
Potential eines einzelnen bewegten msteriellen Punktes mit 
der konstanten Masse M aufgestellte Ausdruck : 

Indessen ist die Ubereinstimmung keine vollstandige; denn 
dazu ware erforderlich, da6 M =  - Hi/ca, was nach der 
Gleichung (48) keineswegs zutrifft. Der Grund dieses schein- 
baren Widerspruches liegt darin, da6 die als kinetischee 
Potential bezeichnete Gr68e H hier etwas anderes bedeutet 
ah  dort, wie man am einfachsten aus der Betrachtung der 
Bewegungsgleichungen (6) erkennt. Diese Gleichungen finden 
sich in meiner friiheren Abhandlung genau in der namlichen 
Form wie hier, aber die Differentialquotienten dl I / i? j . ,  dE/ag, 
d H / d i  besitzen dort eine andere Bedeutung, weil die Diffe- 
rentiation dort nicht isotherm-isochor, sondern adiabatisch- 
isobar zu erfolgen hat. Denn der materielle Punkt bewegt 
sich ohne Zufiihrung fiu6erer Wiirme unter dem konstanten 
auBeren Druck Null, also nach 5 6 mit veranderlichem Volumen 
und veranderlicher Temperatur. Urn den genannten Unter- 
schied deutlich zu machen, will ich hier die frtihere Gr66e I1 
mit K bezeichnen, so daB die Gleichungen entstehen: 

(50) 
wobei nach (49): 

(51) K = - i ~ c p 1 / 1 - -  + const. 

Die vollstandige Ubereinstimmung dieser Beziehungen mit 
den Formeln des vorigen Abschnittes zeigt sich am deutlichsten, 

(g)p, = (;:) v, , USW.9 

____ 

1) Verhandl. d. Deutsch. Physik. Gesellsch. 8. p. 140. 1906. 
hnnalen der Pbysik. 1V. Folge. 2C. 3 
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34 M. Planck. Bynamih bewegter Systeme. 

wenn wir in den Qleichungen (6) und (7) des Prinzips der 
kleinsten Wirkung ganz allgemein die unabhangigen Variabeln 7 
und T durch p und S ersetzen. Dieselben lauten dann: 

(52) 

(53) 

"(") d t  a i  y,s *= &, usw., 

wohei 

Da6 diese Reziehungen in der Tat  mit (6) und (7) ganz gleich- 
bedentend sind, erkennt man am einfachsten direkt, indem 
man den Wert (54) von K in die Gleichungen (52) und (63) 
substituiert und die Differentiation von H bei den unabhangigen 
Variabeln p und S ersetzt durch die bei den unabhiingigen 
Variabeln P und li 

(54) K =  B - p Y -  TS. 

Bedenkt man nun, da6 nach (10) und (30): 

so folgt durch Substitution in (46): 

K = - -v-not. 
C 

Urn diese Beziehung mit der frUher von mir gewonnenen (51) 
vergleichen zu konnen, milssen wir uns auf adiabatisch-isobare 
VorgZlnge beschranken; denn nur fur solche ist (51) abgeleitet 
worden. Fur einon adiabatisch-isobaren Vorgang ist aber nach 8 6 

PI= --- I' 

i1-g 

1/ c: 

T konstant, und ebenso 
T'= __- 

1 - P- 

konstant; also ist dann B,' unabhiingig von q. Wir schreibon 
daher R,, statt R,', und erhalten dann nach (48): 

in voller Ubereinstimmung mit (51). 
(Eingegangen 6. Mlirs 1908.) 
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